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MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°1

Partie A.
1. Pour tout n € N* notons P,, la propriété :

cos((n — 1)x) sin(nz)

Sn(x) =

sinx
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N*,
Initialisation. Pour n = 1 on obtient

cos((n — 1)z) sin(nx) _q

0
Si(x) =) cos(2kx) =cos0 =1 et

) = > cos(2ka)
La propriété P; est donc vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € N* la propriété P,, est vraie.
On peut écrire :

n
Spy1(z) =Y cos(2kx) = S, (z) + cos(2nz)
k=0

L’hypothese de récurrence donne la valeur de S, () :

cos((n — 1)x) sin(nx) cos((n — 1)z) sin(nz) + cos(2nx) sinx

Spt1(x) = + cos(2nx) =

sin x sin x

On utilise deux fois la formule de transformation de produit en somme suivante :

sinacosb = L(sin(a + b) + sin(a — b))

Ceci donne :
sin((2n — 1)z) + sinz + sin((2n + 1)x) + sin(—(2n — 1)z)
SnJrl(x) = 9 i
sin x
La fonction sinus est impaire (i.e., sin(—z) = —sinz pour tout € R) donc :

sinx +sin((2n + 1)z
Spr1(z) = ( )7)

2sinx

Ensuite on utilise la formule de transformation de somme en produit suivante :

sinp+sinq:2sinp;qcosp;q

Elle donne : 2sin(( 1) ) ( )
si((n + 1)x)cos(—nx
Snir(r) = 2sinx

La fonction cosinus est paire (i.e., cos(—z) = cosx pour tout = € R) donc :

_ cos(nz)sin((n + 1)x)

sinx

Sn+1 (l’)

Il s’agit de la propriété P, 1, celle-ci est donc vraie.
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On a prouvé que la proposition P, implique la proposition P,.1, ce qui démontre
I’hérédité.
Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N*.

2. (a) Par transformation de produit en somme :

sin z cos(2kz) = 1(sin((2k + 1)z) + sin((1 — 2k)z))
S(sin((2k + 1)z) — sin((2k — 1)z))

(b) Tout d’abord, par linéarité de la somme :

(sinz)S,(x) = sin x:i cos(2kz) = :i(sinx cos(2k))

La formule de la question précédente puis la linéarité de la somme donnent :

(sinz)S Z; sin((2k + 1)x) — sin((2k — 1)x))

_ 1 <Zsm ((2k+ 1)z Zsm ((2k —1) )>

Posons, dans la premiere somme, j = k+ 1. Alors j vade lanet k= j—1, donc :

(sinx)sS. (Zsm (j—1)+1x)— nz::sin((% - 1)95))

Comme j est une variable muette alors on peut la remplacer par k donc :

(sinx)S, (Zsm ((2k — 1)z Zsm ((2k —1) )>

Par télescopage :

(sinz)S,(x) =

(sin((2n — 1)x) — sin(—x))
(sin((2n — 1)x) + sin(z))

N = N[

Par transformation de somme en produit :
(sinx)S,(x) = sin(nz) cos((n — 1)x)
Comme z n’est pas multiple de 7 alors sinx n’est pas nul donc :

cos((n — 1)z) sin(nx)

Sn(z) =

sinx

On a retrouvé la formule de la question précédente.

page 2/4



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°1

Partie B.
1. (a) Soit n = 5 est x = %. Alors n est un entier strictement positif et z n’est pas multiple

de 7, donc on peut appliquer la formule. Elle donne :

24:(:05 (k27r> _ Cos%7r sin 7
k=0 5

T
Sln5

En extension ceci donne :

. 27 n 47 . o n 8 0
CcOS — 4+ cos — + cos — + cos — =
5 5 5 5
(b) Comme & =27 — 4% et 8 = 27 — 2% alors
o ( 47r> 47 8 ( 27r) 2T
cOS — = cos | —— | = cos — et cOS — = cos | —— | = cos —
5 5 5 5 5 5
On en déduit : 5 4
1+200s§+2cosg =0

(c) La formule de duplication pour le cosinus donne :
4 2T 2T
COS — = COS (2> =2cos? — —1
5 5
Le résultat de la question précédente devient alors :

2 2
4cos2§+2cosg—1:0

Ceci signifie que cos %” est racine du polynome 4X?2 + 2X — 1.

2. (a) Les racines de I’équation du second degré 4X? +2X — 1 = 0 sont X; = _11*/5 et
X2 — —1+v5
R

Comme %’T appartient a l'intervalle }0, g[ alors son cosinus est positif. Or X; est

négatif, donc seule la solution X5 est acceptable. On en déduit :

2r V5 -1

COS —

5 4

(b) En utilisant la formule cos? z + sin? z = 1 et le fait que 2* € }0, g{ on obtient :

27 10+ 2¢/5
sm—=-———-

) 4

1
cos? x

Pour la tangente on utilise la formule : 1+ tan®z =
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Elle donne, apres multiplication du dénominateur par sa quantité conjuguée :

L BRI 1=5+2v5
V5 +1

Comme 2{ appartient a l'intervalle }O, g[ alors sa tangente est positive et donc :

2
tan§:\/5~l—2\/5

tan? =
an* — = —— —
5 COSQ%

2 .
— £, donc :

3. On remarque que {5 = 3
T 27 o 27 T 1
COS — = sin — sin — = cos — et tan — = 5
10 5 10 5 10  tan %
On en déduit :
m 10 +2/5 oo 5—1 m 25 — 105 V5
cOS— = —n—— sin — = tan —=-"+————=14{/1—-2—
10 4 10 4 10 5 5
s 2% et on utilise les formules de

£ ON remarque que ¢ =

Pour le calcul des valeurs en :
duplication :

2tanx

cos2r = 2cos’x — 1 sin2x = 2sinx cosx tan2x:72

1 —tan*zx

Elles donnent :
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