Lycée Bellevue — Toulouse 11 octobre 2024

MPSI — Mathématiques

Devoir Surveillé n°2

Durée : 3 heures — Calculatrices non autorisées

Exercice. (4 points)
Soit A un parametre réel. Résoudre le systeme suivant.
x4+ y+ z= A
Sy x4+ 2y+ Az= 1
x4+ 4y + Nz = —1.
On précisera bien le nombre de solutions en fonction de la valeur de A.
Probléme 1. Formule d’inversion de Pascal (10 points)

Soit (a;);eny une suite de réels. Soit (b;);en la suite définie par :
L[
VJGN b]:Z<>al
i—0 \*
On souhaite exprimer les a; en fonction des b;.

1. Démontrer que pour tous entiers ¢, j, n tels que 0 <+ < j < n
2. Pour tous entiers i et n tels que 0 <@ < nonpose: S,; =Y (=1)77" (”)(

, 0 sit<n
Démontrer que : S, ; = { .
’ 1 sii=n.

3. En déduire : .
(n
Vn € N ap = Z(—l)"+]< ,)bj.

4. Une application.
Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 1 et :

VneN  wupq = (n+ Du, + (—1)"

%

(c) Déterminer la valeur de z(:)(?) u;.
]:



Probléme 2. (22 points)
Partie A. (8 points)
On définit la fonction g : z = /22 — 1 sur I'ensemble D, = |—o00, —1] U [1, +o0|.

1. Justifier que I'on peut restreindre I'étude de g a l'intervalle [1, 4-o00].

2. Démontrer que g n’est pas dérivable en 1.

3. Décrire les variations de g sur [1, 4o00].

4. (a) Démontrer que :

1
Vo ell,+o0[ - - < g(x) < . (1)

(b) En déduire que la courbe représentative de g admet une asymptote en 400 et donner
une équation de celle-ci.

(c) Obtenir un encadrement de g sur |—oo, —1] similaire a (1).
Justifier que g admet une asymptote en —oo et en donner une équation.
5. Tracer I'allure de la courbe représentative de g.

Partie B. (9 points)
1. Soit ¢ une fonction définie sur une partie £ de R, et ¢(x) = In (z + ¢(x)).
Soit xy un élément de E tel que xg + p(z9) > 0.

Démontrer par 'absurde que si ¢ n’est pas dérivable en z alors ¢ n’est pas dérivable
en Io.

On pose maintenant f : x +— In (a: + \/m>

2. Déterminer I’ensemble de définition de f, que I'on notera D.

3. Démontrer que f n’est pas dérivable en 1.

4. Justifier que f est dérivable en tout point de D\ {1}, et calculer sa dérivée.
5. Démontrer que :

VeeD f(r)<In(22) et lim (f(x)—In(2x)) =0.

T—r+00

6. Tracer 'allure de la courbe représentative de f ainsi que celle de la fonction a : z +—
In(2z).

7. (a) Démontrer que tout réel y positif admet un et un seul antécédent par la fonction f.
(b) Exprimer cet antécédent en fonction de y.

Partie C. (5 points)
Soit h(z) = f(s)-

1. Déterminer ’ensemble de définition de h, sa périodicité et sa parité.

Justifier que 'on peut restreindre son étude a l'intervalle [O, g[

2. Démontrer que :  Va € [0, g{ h(z) = In 5oz

Cos T

3. Soit k la restriction de h a l'intervalle {O, g[ :

k03] —R

12
T lIl 1+smx'

Ccos T
Justifier que k est dérivable et donner une forme simple de sa dérivée.
Ceci montre en particulier que h est dérivable a droite en 0, et on notera cette dérivée
h',(0) = £'(0).

4. Tracer 'allure de la courbe représentative de h sur l'intervalle [—, 37].



