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Exercice. (4 points)
Soit λ un paramètre réel. Résoudre le système suivant.

Sλ :


x + y + z = λ
x + 2y + λz = 1
x + 4y + λ2z = −1.

On précisera bien le nombre de solutions en fonction de la valeur de λ.

Problème 1. Formule d’inversion de Pascal (10 points)
Soit (ai)i∈N une suite de réels. Soit (bj)j∈N la suite définie par :

∀j ∈ N bj =
j∑
i=0

(
j

i

)
ai.

On souhaite exprimer les ai en fonction des bj.
1. Démontrer que pour tous entiers i, j, n tels que 0 6 i 6 j 6 n :

(
n
j

)(
j
i

)
=
(
n
i

)(
n−i
j−i

)
.

2. Pour tous entiers i et n tels que 0 6 i 6 n on pose : Sn,i =
n∑
j=i

(−1)j−i
(
n
j

)(
j
i

)
.

Démontrer que : Sn,i =
{

0 si i < n

1 si i = n.

3. En déduire :
∀n ∈ N an =

n∑
j=0

(−1)n+j
(
n

j

)
bj.

4. Une application.
Soit (un)n∈N la suite définie par u0 = 1 et :

∀n ∈ N un+1 = (n+ 1)un + (−1)n+1.

(a) Démontrer que pour tout n ∈ N : un = n!
n∑
k=0

(−1)k

k! .

(b) En déduire que pour tout j ∈ N : (−1)juj =
j∑
i=0

(
j
i

)
(−1)ii!

(c) Déterminer la valeur de
n∑
j=0

(
n
j

)
uj.



Problème 2. (22 points)
Partie A. (8 points)
On définit la fonction g : x 7→

√
x2 − 1 sur l’ensemble Dg = ]−∞,−1] ∪ [1,+∞[.

1. Justifier que l’on peut restreindre l’étude de g à l’intervalle [1,+∞[.
2. Démontrer que g n’est pas dérivable en 1.
3. Décrire les variations de g sur [1,+∞[.
4. (a) Démontrer que :

∀x ∈ [1,+∞[ x− 1
x
6 g(x) 6 x. (1)

(b) En déduire que la courbe représentative de g admet une asymptote en +∞ et donner
une équation de celle-ci.

(c) Obtenir un encadrement de g sur ]−∞,−1] similaire à (1).
Justifier que g admet une asymptote en −∞ et en donner une équation.

5. Tracer l’allure de la courbe représentative de g.

Partie B. (9 points)
1. Soit ϕ une fonction définie sur une partie E de R, et ψ(x) = ln (x+ ϕ(x)).

Soit x0 un élément de E tel que x0 + ϕ(x0) > 0.
Démontrer par l’absurde que si ϕ n’est pas dérivable en x0 alors ψ n’est pas dérivable
en x0.

On pose maintenant f : x 7→ ln
(
x+
√
x2 − 1

)
.

2. Déterminer l’ensemble de définition de f , que l’on notera D.
3. Démontrer que f n’est pas dérivable en 1.
4. Justifier que f est dérivable en tout point de D \ {1}, et calculer sa dérivée.
5. Démontrer que :

∀x ∈ D f(x) 6 ln(2x) et lim
x→+∞

(f(x)− ln(2x)) = 0.

6. Tracer l’allure de la courbe représentative de f ainsi que celle de la fonction a : x 7→
ln(2x).

7. (a) Démontrer que tout réel y positif admet un et un seul antécédent par la fonction f .
(b) Exprimer cet antécédent en fonction de y.

Partie C. (5 points)
Soit h(x) = f

(
1

cosx

)
.

1. Déterminer l’ensemble de définition de h, sa périodicité et sa parité.
Justifier que l’on peut restreindre son étude à l’intervalle

[
0, π2

[
.

2. Démontrer que : ∀x ∈
[
0, π2

[
h(x) = ln 1+sinx

cosx .

3. Soit k la restriction de h à l’intervalle
[
0, π2

[
:

k :
[
0, π2

[
−→ R

x 7−→ ln 1+sinx
cosx .

Justifier que k est dérivable et donner une forme simple de sa dérivée.
Ceci montre en particulier que h est dérivable à droite en 0, et on notera cette dérivée
h′d(0) = k′(0).

4. Tracer l’allure de la courbe représentative de h sur l’intervalle [−π, 3π].


