Lycée Bellevue — Toulouse 13 octobre 2023
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°2

Exercice 1. (7 points)
1. (1 point) On souhaite démontrer : ¥n >0 S, =0.

n

Or pour tout n >0: S, = Z(Z)(—l)k
k=0

D’apres la formule du binéme : S, o = Z(Z)(—l)kln_k =(1-1)"=0
k=0
La formule est donc démontrée pour p = 0 et tout n € N*.

2. (a) (1 point) 11 suffit d’utiliser la définition des coefficients du binéme.
Sil<k<nalors0<k<net0<k—-1<n—-1donc:

k(Z):kk'(nnlk)' ot H(Z:D:n(k—(?)!_(;)ik)!

Comme k > 1 alors k # 0 et donc 5 = ﬁ
>

Comme n > k alors n # 0 et donc n! = n(n — 1)!.
On obtient bien :

ny n! B n! B (n—1)!  /n—1
k(k) B kk!(n—k)! T G-k k= 1Dl(n—k) _”(k;— 1)‘

La formule est démontrée.

(b) (1 point) Démontrons que la propriété est vraie pour p = 1.

Soit n > 1. Alors S, 1 = Zk(’;)(—l)k
k=0

Pour k=0 on a k:(Z)(—l)k =0donc: S,;= ik(g)(—l)k
k=1

Pour £ allant de 1 a n on peut appliquer la formule que nous venons de démontrer,

elle donne : . .
n J—
Sp1 = ( > —1)*

Le changement de variable ¢ = k — 1 donne :

n—1 n—1
-1 -1
St — Zﬂ(n >(_1>z+1 _ _nz<n >(_1>£
(=0 ¢ AN
Ainsi S,,; = —nS,_1,0. La propriété est vraie pour p = 0 et n > 0. Comme n > 1

alors n —1 > 0, donc S, 1 = 0.
On a démontré que: Vn>1 §,;=0.
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3. (1 point) Les lignes 0 a 6 du triangle de Pascal sont :

nk0123456
0 |1

1 |1 1

2 |11 2 1

3 (1 3 3 1

4 |1 4 6 4 1

5 |1 5 10 10 5 1
6 |1 6 15 20 15 6 1

En multipliant les coefficients de chaque colonne k par k? on obtient le tableau des
(Z k2. En calculant la somme alternée des coefficients de chaque ligne on obtient les
valeurs de S, 2.

. K 0o 1 2 3 4 5 6 | She
0 0 0
1 0 1 -1
2 0 2 4 -2
3 0o 3 12 9 0
4 0 4 24 36 16 0
5 0O 5 40 90 80 25 0
6 0 6 60 180 240 150 36 0

Effectivement pour n > 2 (et n < 6) on a obtenu S, 5 = 0.
4. (1 point) Soit n et p deux entiers naturels avec p > 0.

Par définition :  S,p41 = Y (=1)F () k7L
k=0

On en déduit : Spppn = D (=17 )k x k= > (=1 k() h7.
k=0 k=1
La formule de la question (2a) donne :

n

n—1
Snpr1 = Z(_l)k”(k - 1>kp

k=1

Gréce a la formule de Pascal : (Zj) = (Z) — (";1)
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Par linéarité :
n n —1
Suprt =03 (-0 (e = a0 (" e
7 k=1 k k=1 k

Comme p > 0 alors 0P = 0, et si k = n alors (”;1) = 0 donc :

oS- Eiar(" o)

Ceci donne bien Sy, p+1 = n(Snp — Sn-1p)-
5. (2 points) La propriété a été démontrée pour p = 0 dans la question (1).
Pour tout p € N* on définit la propriété :

P,: Vn>p S,p,=0

Démontrons par récurrence que la propriété P, est vraie pour tout p € N*.
Initialisation. Pour p = 1 la propriété a été démontrée dans la question (2b).
Hérédité. Supposons que la propriété P, est vraie pour un p € N*.

D’apres la question précédente, comme p > 0 :
Vn € N Sn,p+1 = n(Smp — Sn—l,p)

Supposons que n > p + 1. Alors n > p et n — 1 > p, et comme la propriété P, est
supposée vraie alors S, , = S,,—1, = 0, donc S,, ,41 = 0.

La propriété P,yq est donc vraie: Vn>p+1 S5, ,11 =0.

L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout p € N*.

Finalement on a démontré que S, , = 0 pour tout couple d’entiers naturels (n,p) tel
que n > p.
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Exercice 2. (13 points)

1. (a) (1 point) On remarque que w” = 1, donc pour tout k € N :

ok —ik2E ot T—k 7,k _ —ikZ

2T
= kT —¢ w =ww "=¢€

Ceci donne bien w* = W™ .

(b) (1 point) D’apres ce qui précede :
B=w3 4+ 4=+ 4= 40+ =+’ +w=A4
Ceci montre que A et B sont conjugués.
2. (a) (0,5 point) Comme A = ¢ + ¢ 7 + ¢! alors :
2m AT 8T 2m . A 8T

Re(A) = cos ~ + cos - + cos ~ et Im(A) = sin - + sin ~ + sin =

(b) (1,5 points) La fonction sinus est strictement croissante sur 'intervalle [0, g], et

0<I< 27” < %, donc sin Z < gin 2,

7 7
8T __ ™ a8 T
Comme7—7r+7 alors sin 2 = —sin 7.
Ceci donne :
Im(A) ,27T+,47T ,7T>,47T
m = sin — 4+ sin — — sin — > sin —
7 7 7 7

Comme 0 < & < 7 alors sin 2* > 0, donc im(A) > 0.

3. (a) (2 points) On constate que :

6
A+B=w+w 4+ +w' +uw’ +w = W
k=1

Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison w = e
Comme 0 < 27” < 21 alors w # 1, et :

w—w'  w-—1

A+ B= =1

l-w 1l-w
Pour calculer le produit AB on développe puis on utilise la relation w” =1 :
AB = (w+w2 +w4)<w3+w5 +w6>
ot W W W w4 W W w? w0
=w'+w +1+’ +1+w+ 1+’ +w?
=3+A+B

Comme A+ B = —1 alors AB = 2.
(b) (1 point) Par propriété de équations du second degré A et B sont les deux solutions
de I'équation 2% + 2 + 2 = 0.
Ces deux solutions sont x; = % et zo = =5
La partie imaginaire de A est strictement positive donc :

C—1+iVT P il

A e
2 2
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4. (a) (1 point) La formule de somme pour le cosinus et les formules de duplication
donnent, pour tout z € R :

cos(3z) = cos(2x + x) = cos(2x) cosx — sin(2z) sinx

= (2cos’r — 1) cosz — 2sin*z cosz

= 2cos’x — cosx — 2(1 — cos® ) cos
=4cos’r — 3cosz
(b) (1 point) On sait que la partie réelle de A est :
2 4 8
Re(A) = cos 77r + cos 77T + cos 77r
Comme 87” =7+ Z alors cos 87” = —Cos 7.
4r __ im 3T
Comme %F = 7 — 3 alors cos & = — cos 2.
Comme A = _l%ﬁ alors la partie réelle de A est Re(A) = —3, donc :
2m 3m U 1
COS — — COS — — COS — = ——
7 7 7 2
Les formules pour cos(3z) et cos(2x) donnent :
1
20052g -1 —4cos3§+3cos§ —Cosg =3

En posant ¢ = cos 7 on obtient :

82 — 42 —4t+1=0

Ceci montre que cos 7 est solution de I’équation 83 — 4t — 4t +1 = 0.

5. (a) (2 points) On calcule —w = "¢’ T =7, Comme 0 < 2 < 27 alors —w # 1.

La suite ((—w)k)keN est géométrique de raison —w dlfferente de 1 donc :

7

Z(_w)k _ W (_w)

P 1+w

On en déduit :

k=1 l+w 14w
Puis :
6 iz iZ (=i T .
1—e ern\e T —er —2¢sin 2
Z(‘W)k 777 = W( = ,r> = ﬂ7 = —tan —
k=1 14 el e <e—27 -1-617) 20057 7

6
On a démontré que Z(—w)k = —itan Z.
k=1
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(b) (1 point) On dég/eloppe la somme de la question précédente :

Z(—w)k:—w+w2—w3+w4—w5+w6

k=1 6

= w4t - Wt — 2w+ 2w

:A—B—Q(w—w6)

6
On a démontré que Y (—w)" = A — B — 2(w — w").
k=1
(¢) (1 point) Les valeurs de A et de B montrent que A — B = i\/7.

De plus, comme w® = @ alors w — wb = 2i Im w.
Or w=¢7 donc w — wb = 22811127”.
Les deux questions précédentes donnent :

™ 2
—itan = = iV/7T — 4isin —
7 an7 Z\/_ 7 S11 7

Posons ¢ = tan 7. La formule en ¢ = tan § pour le sinus est sinx = %, donc :

2t
—it =7 — 41
7 zx/_ Zl—l—t?

On en déduit :
BV —Tt+VT=0

On a démontré que tan 7 est solution de I'équation : 3+ VTt2 =Tt +/7=0.
Probléeme. (23 points)
Partie A. (10 points)

1. (2 points) Notons D = ]—1,0[U]0, +o0].
SiteDalorst > —1,donc t+ 1> 0, et ainsi In(1 4 ¢) est bien défini.
De plus, si t € D alors t # 0, donc le quotient w est bien défini.
Ceci montre que f est bien définie sur I’ensemble D.

Les fonctions polynomiales et la fonction logarithme népérien sont dérivables, donc par
composition, produit et quotient f est dérivable.

Sa dérivée est :
(In(1+t)+ 1)t -1 +t)In(1+t) t—In(l+1)
{2 N 12

vieD  f(t)=

2. (2 points) On remarque que : YVt €D f(t)=(1+ t)@
D’apres la propriété P, et par produit de limites : %in& ft)=1
—
hinh
h—1

Posons h =t + 1. Alors : t£@1f<t) = }lllir(l) f(h—1)= Ilzlir(l)
Par théoreme de croissances comparées : }llimo hilnh = 0.
_>

Par quotient de limites : tliml f(t)=0.
%_

On pose donc pour la suite f(0) =1 et f(—1) =0.
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3. (1 point) Calculons le taux d’accroissement de f en —1 :

viep JO-fD  ERED o)
t—(—1) t+1 t

Par quotient de limites :  lim w = +00
t——1 t=(=1)
Ceci montre que f n’est pas dérivable en —1.

4. (1 point) Calculons le taux d’accroissement de f en 0 :

£(t) = £(0) (4140 _ 4

YVt e D = !
t—0 t
(I 4+t)ln(1+t)—t In(14+t)—t In(l+1¢)
B 12 B 12 L
D’apres les propriétés Ps et Ps3, admises pour 'instant : Iltl_r}% % = —% +1= %

Ceci montre que f est dérivable en 0 et donne la valeur f(0) = 3.

5. (1 point) La fonction f est dérivable sur |—1, +o0[, de dérivée :
fri]-1, 400 — R

t . t—lnt(Ql-'rt) Si t # O
sit=0.

N[ =

D’apres la propriété Py : Vt € |—1,400] t—In(1+1¢) > 0.
Comme t? est positif on en déduit que f’ est positive sur |—1,0[ U]0, +oo].
Comme f/(0) = % alors f’ est positive sur |—1, +ool, et donc f est croissante.

6. (1 point) Pour déterminer la limite de f en +oo on écrit :

1
VieRL  f(t) = (t 4 1) In(1 + )
: 1 :
Comme  lim ( + 1) =1 et lim In(1+4+¢)=+oc0 alors par somme :
t—+oo \ t t—+o00

lim f(t) =400

t——4o00

7. (2 points) On obtient une figure comme la suivante.

T
|
|
|
|
|
|
|
|
e
|
|
|
|
-
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Partie B. (4 points)

1. (1 point) Par énoncé a et b sont strictement positifs.
Soit x € R%. Alors 1 +ax > 1 et 14 bz > 1.
Ainsi In(1 4 ax) et In(1 + bx) sont définis et strictement positifs, donc leur quotient
aussi.
Donc g(x) est défini pour tout z € RY, et g est définie sur RY.
Par composition et quotient la fonction g est dérivable.

2. (1 point) Soit x € R* . Alors :

® n(1+ bx) — In(1 + azx)L—

! _ 1+ax 1+bx
B abx (14+0bz)In(1+bz) (1+ax)n(l+ax)
(14 ax)(1 4 bz) In*(1 + bx) bx ax

abx
(1 + az)(1 + bz) In*(1 + bx)

(f (bz) — f(ax))

3. (1 point) Soit x € R* . Comme a et b sont strictement positifs alors :

abx
(1 + ax)(1 4 bx)In*(1 + bx)

>0

Ceci montre que ¢'(x) est du signe de (f(bx) — f(ax)).

On a supposé que a < b. Alors ax < bx car z est strictement positif, puis f(az) < f(bx)
car la fonction f est croissante, comme nous I’avons démontré dans la partie précédente,

et donc ¢'(z) > 0.
Ainsi ¢'(z) > 0 pour tout = € R donc g est croissante.

4. (1 point) Comme 0 < a < b alors 0 < % < %, et comme la fonction g est croissante
alors g(%) < g(é) Ceci donne :

ln(1+%) - In2
m2 (148

a

Comme In2 > 0 et In (1 + 2) > 0 alors :

b
In (1 + Z) In (1 + a) < (In2)?

Ceci est toujours vrai si on inverse a et b donc cette inégalité est valable aussi si b < a,
donc pour tous a et b strictement positifs.
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Partie C. (9 points)

1. (1 point) La fonction In est dérivable sur R de dérivée ¢ — %

En particulier elle est dérivable en 1 de dérivée 1.

In(i+)-lnl _ 4 In(i+t) _ 4
- :

Par définition ceci signifie  lim donc  lim
t—0 t—0

La propriété P, est démontrée.

2. (1 point) Soit n € N*. La fonction ¢ — Z# est polynomiale donc elle est dérivable.
k=1
Par somme la fonction f, est dérivable. Sa dérivée est :

/ t)k—l 1 n
Vte]-1,4o0[  f(t) 1+t+2< >:1+t_,;(_

Comme t € |—1,4o0[ alors —t # 1 donc la formule pour la somme des termes d’une
suite géométrique donne :

N L—(=t)" (=)
f”<t)_1+t_ 1+t 1+t

3. (2 points) Si n est pair alors (—t)" est positif pour tout ¢t € |—1,+o0[, donc f/ est
croissante.
Si n est impair alors (—t)™ est du signe de —t, donc f, est positive sur |—1, 0 et négative
sur |0, +o00[, puis f, est croissante sur |—1,0[ et décroissante sur |0, +o00].
On remarque que f,(0) = 0. Donc les variations de f,, montrent que :
e Sin est pair alors f, est négative sur |—1,0[ et positive sur |0, +o0].
e Sin est impair alors f,, est négative sur |—1, +o00].
Tout ceci peut étre visualisé sur les tableaux de variations suivants :

n pair n impair
T —1 0 400 z —1 0 +00
() + 0 - () + 0 -

4. (1 point) Comme 1 est impair alors d’apres la question précédente la fonction f; est
négative, ce qui donne :

vte]-1,+00] In(l+t)—t<0

La propriété P; en est une conséquence directe.
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5. (a) (1 point) Comme 2 est pair et 3 est impair alors d’apres la question (3) la fonction
f2 est positive sur R, et la fonction f; est négative sur R, . Ceci s’écrit :

t2 3
vVt e Ry ln(l—i—t)—t—l—;}() et ln(1+t)—t+5—§<0
On en déduit :
t2 Ul A
Vte R t——<In(l+t) <t — —+ —
+ 5 (1+1) 5 T 3
(b) (1 point) Comme t* est positif alors 'encadrement précédent donne :
1 In(1+t)—t 1t
vVt € R — - —— < —=
* 2 2 2 3
Comme ltlgI(} (—% + %) = —%, alors par théoréme d’encadrement on obtient :
>
In(1+1¢t)—t 1
lim u - _
t—0 tz 2
>
6. (a) (0,5 point) On remarque que : ¢(t) = ln(ltigtz)
On sait que lim In(tu) 1, ce qui donne, en posant h = —u : lim @ =1.
u—0 u u—0
Ainsi par composition de limites :

lim o(#) = —1.
(b) (1,5 points) On peut aussi écrire :

go(t)=1n(1+t)_t+ln(1_t)+t

12 2
Ceci donne : (1 — 1) 1t (11 1) ¢
n(l—17)+ n(l+1¢)—
BRI - 2P
t t
In(14+1¢)—t
Comme limp(f) =—1 et lim W —3 alors par soustraction :
>

>

In(l —1¢t)+1¢ 1

lim ————— =

t—0 t2 2

>

En posant h = —t on en déduit :

I In(l14+h)—h 1
hlgg h2 o 2

<

Finalement on a démontré que :

In(1+¢) -t 1
lim—n( +1) =

. In(1+1¢)—t 1
0 12 9 et ltl—l;IOl 12 ~ 9
> <

Ceci démontre la propriété Ps :

lim
t—0 12




