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MPSI — Mathématiques

Chapitre A4
Fonctions usuelles

I. Fonctions hyperboliques

A. Cosinus et sinus hyperboliques

Définition. Les fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique, notées sh et ch (ou
sinh et cosh), sont définies par :

Propositions.
(i) La fonction sh est impaire, la fonction ch est paire.
(ii) Ces deur fonctions sont dérivables, et sh’ = ch, ch’ = sh.

Démonstration. Laissées en exercice. O

Tracé.
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Remarques.

(i) Pour tout t e R: chzx+shzx=¢e* et chz—shzx=e"
(7i) Pour tout xt € R: chx > 1
(#ii) La fonction sh réalise une bijection de R dans R.

Proposition. Pour tout z € R : ch®z —sh’z =1
Exercice 1.

Remarque. Les points de coordonnées (cht,sht) ou t parcourt R sont sur I'hyperbole
d’équation 22 — 3% = 1.

B. Tangente hyperbolique

Définition. La fonction tangente hyperbolique, notée th (parfois tanh), est définie par :

Proposition. La fonction th est définie sur R, impaire, dérivable de dérivée :

Ses limites sont :

Démonstration. Laissée en exercice. O

Trac

.CD\
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II. Fonctions trigonométriques réciproques

Théoreme de dérivabilité de la réciproque.
Soit I et J deux intervalles et f : I — J une bijection.

Si f est dérivable sur I alors f~1 est dérivable sur :

J={yel| (W) #0}

Sa dérivée est :

A. Arc-sinus

Définition. On appelle arc-sinus et on note arcsin la fonction réciproque de la fonction

sin : [—g,g} — [—1,1].

Ainsi la fonction arcsin est définie sur [—1, 1] par :
arcsin : [—1,1] — [—g,g]

xr — 0 tel que sinf ==z

Remarques.

(1) Effectivement la fonction sinus réalise une bijection de {—g, g} dans [—1,1].

(77) On note par commodité R I'ensemble d’arrivée.

arcsin : [-1,1] = R mais Vo €[-1,1] arcsinz € {—g, W}

2
Propositions.
) Vae <20 wyel-1] gl bl | 4 oL
(i) vz € arcsinsinr = Yy € sinarcsiny = y

Exemple 1. Quelques valeurs remarquables.

arcsin % = arcsinl = arcsin(0 = arcsin —? = arcsin v/2 =
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II. Fonctions trigonométriques réciproques

Proposition. Pour tout v € [—1,1] : cos(arcsinz) = /1 — a2

Dé

c11

onstratic

1.

op

osition.

La fonction arc-

sin

us

est dérivable sur

1,1[ de dérivée :

Remarque. On peut ajouter que la fonction arcsin n’est dérivable ni en 1 ni en —1.

Démonstration. On applique le théoréme rappelé ci-dessus.

m™ T

La fonction sin : [—— —} — [=1,1] est bijective dérivable. Par théoréme sa réciproque

272

arcsin est dérivable sur

J ={z€[-1,1] | sin’(arcsinz) # 0}

et sa dérivée est :

Vo e J arcsin’(z) =

1

1

sin’(arcsinz)  cos(arcsin z)

D’apres la propriété précédente : cos(arcsinz) = /1 — 22

On en déduit que J' = |—1,1[ et que arcsin’(x) = ﬁ O
Proposition. La fonction arcsin est strictement croissante et impaire.

Démonstration. Tracé.
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B. Arc-cosinus

Définition. On appelle arc-cosinus et on note arccos la fonction réciproque de la fonction
cos : [0, 7] = [—1,1].

Ainsi la fonction arccos est définie sur [—1, 1] par :

arccos : [—1,1] — [0, 7]

xr — 0 tel que cost ==z

Remarques.
(1) Effectivement la fonction cosinus réalise une bijection de [0, 7] dans [—1,1].
(i1) On note par commodité R ’ensemble d’arrivée.

arccos : [—1,1] = R mais  Vz e [-1,1] arccosz € [0,7]
Propositions.
(1) Vrel0n] | vye[-1,1] y=cosr = =
(i) Vx € arccos cos T = I Yy & cOS arccosy =y

Exemple 2. Quelques valeurs remarquables.

arccos = = arccos 1 = arccos 0 = arccos (—1) = arccos (—¥2) =
7

Proposition. Pour tout v € [—1,1] : sin(arccosz) = v/1 — z?

Démonstration.
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Proposition. La fonction arc-cosinus est dérivable sur |—1, 1] de dérivée :

Remarque. On peut ajouter que la fonction arccos n’est dérivable ni en 1 ni en —1.

Démonstration. La fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] est bijective dérivable. Par théoréeme sa
réciproque arccos est dérivable sur

J ={xz € [-1,1] | cos'(arccosx) # 0}

et sa dérivée est :

1 1
Vo e J arccos' (z) = = —
cos(arccosx)  — sin(arccos z)

D’apres la proposition précédente : sin(arccosx) = /1 — 2?2
On obtient donc J" =]—1, 1] et la formule pour la dérivée. O

Proposition. La fonction arccos est strictement décroissante, ni paire ni impaire.

Démonstration. Tracé.

Proposition. Pour tout x € [-1,1] :

. T
arcsin x + arccos r = 5

Démonstration. Deux méthodes. O

> Exercice 2.
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C. Arc-tangente

Définition. On appelle arc-tangente et on note arctan la fonction réciproque de la fonc-
tion tan : }—g, g{ — R.

Ainsi la fonction arctan est définie sur R par :

arctan : R — }—g,g[

r — 0 tel que tanf=ux

Remarques.
(1) Effectivement la fonction tangente réalise une bijection de }—g, g[ dans R.

(i7) On note par commodité R I’ensemble d’arrivée.

T
arctan : R - R mais Vr € R arctanx € —5 2{
Propositions.
. T

(i) Vxe}—i,g[ Vy e R y=tanx <= 1=

(ii)) Yz € arctantanz = Yy € tanarctany =y
Exemple 3. Quelques valeurs remarquables.
arctan 1 = arctan v/3 = arctan 0 = arctan (—@) =

Proposition. La fonction arc-tangente est dérivable sur R de dérivée :

Démonstration. La fonction tan : }—g, g{ — R est bijective dérivable. Par théoréme sa
réciproque arctan est dérivable sur

J' ={x € R| tan'(arctanx) # 0}

et sa dérivée est :

1
Vo e J arctan’(z) = ————
tan’(arctan x)
Or tan’(arctan x) = 1 + tan?(arctanz) = 1 + z°.
On obtient donc J' = R et la formule pour la dérivée. O

Proposition. La fonction arctan est strictement croissante et impaire. Ses limites en
+oo sont £3.

Démonstration.
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Démonstration. La fonction arctan est strictement croissante car sa dérivée x — ﬁ est
strictement positive.

On démontre qu’elle est impaire de la méme fagon que pour la fonction arcsin.

Enfin, comme lim tant = +oc  alors lim arctanz = 7,
t—% T—+00
<
et comme lim tant = —oo alors lim arctanz = -3 OJ
P T——00
>
Tracé.

Proposition. Pour tout x € R* :

sixz >0
arctan xr + arctan — =
T

ISIERENIE]

six <0

Démonstration.

Exemple 4. Soit z = x + iy un complexe non imaginaire pur (i.e., x # 0).

I

Six > alors  argz = Six <0 alors argz =

> Exercice 3.
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II1. Autres fonctions classiques

A. Valeur absolue

Définition. On définit la fonction valeur absolue sur R par :

rz siz>0
Ve e R |z| =

—x sinon

Propositions.
(i) La fonction valeur absolue est définie et continue sur R.
(ii) La fonction valeur absolue est dérivable sur R* de dérivée :

v R*
x € Az

—1 sinon

d|x|_{ 1 siz>0

(iii) La fonction valeur absolue est paire.

Tracé.

B. Partie entiére

Définition. Pour tout x de R on appelle partie entieére de = et on note |z | I'entier n tel
quen <x <n+1.

On obtient une fonction x +— |x]| définie sur R.

Exemple 5.
n] = x| =
Remarques
(1)) Pourtoutz € RetneZ n=|zr|] <<= z¢€
(71)  Par définition : Ve e R o] <z <|z]+1
Cet encadrement donne Vr e R < |z] <
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Tracé.

Remarque. La fonction partie entiere n’est pas continue.

Plus précisément elle est continue en tout point de R\ Z mais ne l’est pas en tout point
de Z.

Par exemple en 1 elle n’est pas continue car :

lig |z) = 0 # [1]

Proposition. La fonction partie entiére est croissante.

Démonstration. Soit = et y deux réels tels que x < y. On sait que :
c—1<[z]<z et [yl<y<lyl+1
Par transitivité :
[z] < [y] +1
Comme [z ] et |y| sont entiers alors |z| < |y].
Ceci étant vrai pour tous réels x et y tels que z < y, la fonction est croissante. 0

Exemple 6. Le nombre de chiffres de I'écriture décimale d’'un entier naturel N est
llog N| + 1.

> Exercices 4, 5.
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