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MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°3

Exercice 1.
rz—1

z+1

Soit f la fonction définie par :  f(z) = arctan

1. La fonction z +— £— est définie sur R\ {—1} et la fonction arc-tangente est définie sur
R, donc la fonction f est définie sur Dy =R\ {—1}.

2. Les fonctions polynomiales et la fonction arc-tangente sont dérivables sur leurs en-
sembles de définitions, donc par quotient et composition la fonction f est dérivable sur
Dy. Sa dérivée est :

2 1 2 1
Yz € D "(z) = _ _
xr € f f($) ($+1)21+<E)2 (:C+1)2+(ZL'—1)2 1+m2
x+1

Cette dérivée est strictement positive, donc f est strictement croissante sur tout inter-
valle, ¢’est-a-dire sur |—oo, —1[ et sur |—1, +o0[.
1—1

Pour ses limites en +00 on remarque que f(z) = arctan i, ce qui montre que :

T

lim f(z) = lim f(z)= arctan% =1

T—r—00 r—r—+00

De plus, comme :

oox—1 oo x—1
lim = +00 lim = -0
e——1 1 + 1 z=—1 p 4 1
< >
et
. T . T
lim arctanz = —— lim arctanz = —
T——00 2 T—+00 2
alors par composition de limites :
. ™ . ™
i fl) =5 et lim flz) = =5
< >

Tout ceci peut étre consigné dans le tableau suivant, auquel on a ajouté les valeurs de
fet ffen0eten l.

T |—o0 -1 0 1 +o00
f(x) + + 1 + 3 +
n__— 2 ™
f@)| ¥ "
o
o __— 4
2
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3. On obtient la courbe suivante.

y = f(z) |

|
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, [ R —
T

: .
-1 0 /1 x
e
172

4. On remarque que :
Ve e R\ {—1} f'(z) = arctan’ x

Par théoreme les fonctions f est arctan sont égales a une constante pres sur tout
intervalle.

Or R\ {—1} est 'union disjointe des deux intervalles |—oo, —1] et |—1, 4o00[, donc il
existe deux constantes K et K, telles que :

Vo €]—oo,—1]  f(z) =arctanz + K,
et Vze]-1,+o0] f(z) = arctan z + K.

Comme :
. o ; , " PR
:E_lf_noof(x)—z e $_1>r_noo(arc anx + 1)__§+ .
alors par unicité de la limite 7 = —7 + K, et donc K; = ?jf_

Comme f(0) = —7 et arctan(0) + Ky = K; alors Ky = —
On en déduit :

ISE

4

arctanr — % six > —1.

Vee R\ {-1}  f(z)=

{ arctanz 4+ 3% six < —1

Ceci permet de tracer la courbe de f a partir de celle de I'arc-tangente.

3
1

La partie pour x € |—o0, —1[ s’obtient par addition de alors que la partie pour

]—1, +o0o[ s’obtient par soustraction de 7.
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5. (a) On sait que :

Vo € —g, g{ arctantanx = x (1)
Soit 0 € [—%’r,—g[. Alors : —?jf <0< -5 donc G <O0+7m<3.

Ainsi (0 + ) € }—g,g{, donc d’apres (1) :
arctantan (0 + ) =0+«

La fonction tangente est m-périodique donc tan (6 4+ 7) = tan 6 et donc :

3 W{

b e [ 472
(b) Comme 6 € ]—g,g{\ {—g} alors (0— %) € }—%’T,g[\ {—g}

Ceci montre que tan (0 — “) et tan 6 sont définis.

arctantan =60 +«

4
La formule d’addition pour la tangente donne :
s tan 6 — tan 7 tanf — 1
tan (0 — ) = = .
4 1 +tanftan?  tan6 +1

On en déduit :

f(tan ) = arctan EZEZ; = arctan tan <9 — Z) (2)
(c) Soit x € Dy =R\ {—1}.
Soit § = arctanx. Comme arctan réalise une bijection de R dans }—g, g{ et
arctan(~1) = ~F, alors 0 € | -3, 5[\ {5}

De plus, comme 6 = arctan z alors tanf = .

e Six € |—o0,—1[ alors 6 € ]—g,—ﬂ, donc (0— ”) € }—%’r,—g[ et d’apres la
question (5ba) :
s T 3
arctan tan (9— 4) = («9— 4> +7T—9+Z
Puis d’apres (2) :
3T
f(tanf) =0 + T
On en déduit :

3
f(z) = arctanz + i

4
« Size]-1,+oolalors 0 € |2, 2] donc (0 — %) € |-5,%[ € |-, 5[ et d'apres
(1) et (2) :
f(tan6) :9—%

On en déduit :

f(z) = arctanz — %

On a démontré de nouveau :

Ve e R\ {-1}

arctanz — 2 siz > —1

arctanz + 3% six < —1
f() —{ :
4
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Exercice 2.

1
Soit f la fonction définie par : f(z) = arcsin th z + arccos g
chzx
1. Les fonctions th et ch sont définies sur R, et vérifient :
Ve R —1<ther<l1 et 1<chx

Les fonctions arcsin et arccos sont définies sur [—1, 1]. D’apres ce qui précede :

1
Vr e R —1l<thze<1 et 0<—<«1
chz

Ceci montre que la fonction f est définie sur R.

Les fonctions th, ch, arcsin, arccos sont continues. Par quotient, composition et somme
la fonction f est continue.

Les fonctions th et ch sont dérivables. La fonction ch est égale a 1 en 0 et uniquement
en 0, donc :

Vo € R —1<thr<l1 et 1 <chx
Les fonctions arcsin et arccos sont dérivables sur |—1, 1[. Or :
1
Vo € R —1<thr<l1 et 0<—<1
chx

Par quotient, composition et somme la fonction f est dérivable sur R*.
2. On obtient :

1
f(0) = arcsin th 0 + arccos 0= arcsin 0 + arccos 1 = 0
c
Ensuite on calcule :
In3  em¥—-1 1 In3 e33 4 -3 \/§+% 2
th = = — Ch = — —_
2 em3il 2 2 2 2 /3
Donc :
In3 1 3
f(g) :arcsinz—l—arccos\g_ = % —i—% = g
et :
In3 1 3
f<—n2) = arcsin (—2> + arccos \é_ = —% + % =0

3. (a) Pour tout réel ¢ non-nul  est le signe de ¢.

La fonction sh est strictement positive sur R* et strictement négative sur R* , donc

pour tout z € R* : @Ei' = sgn(x)
(b) Soit € R*. On sait que 1 — th®z = o et ch? —sh? = 1. On calcule :
1 1 —sha -1
fl@)=— + 3
ch*z  [1 _ 12 ch”x 12
1—th*x 1— (ﬂ)
ch® x shx _|chz] 1 shz

+ = +
i’z pedee—1 b’z chaz |shz|
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On sait que ch z est strictement positif donc en utilisant la

question précédente :

Vz € R f(z) = @(1 + sgn(x))
Plus précisément :
0 siz <0
Vr € R* f(z) = )
— six >0
chz

sante sur RY .
Pour le calcul de ses limites, on sait que :

D’apres la question précédente la fonction f est constante que R* et strictement crois-

lim the = -1 lim thx =1 lim chx = +o0
T——00 T—+00 z—+o0
Par composition de limites :
lim f(x) in(—1) + 0=—+2=0
im f(x) = arcsin(— arccos) = —— + — =
T——00 2 2
lim f(z) = arcsin 1 + 0=2 42 =
Jim  f(z) = arcsin arccos) =5 + 5 =m
Tout ceci figure dans le tableau de variations suivant :
T —00 0 +00
f'(x) 0 +
/ m
f@)| 0———0
5. Nous venons de voir que f est constante sur R* . Comme f (1“73) = 0 alors elle est nulle

sur R* | et méme en 0 car f(0) = 0. Ainsi :

Vo e R f(z) =0.
On peut donc calculer :
lim M — lim 0 -0
x—0 xr — z—0 T

< <

Donc f est dérivable a gauche en 0, de dérivée f/(0)

6. (a) Soit g(z) = 4arctane” — 7.

La fonction g est définie sur R. Par composition elle est dérivable. Sa dérivée est :

4e* 2

2

Vo € R J(z) = T prp—

On constate que f' = ¢’ sur Ry, ou (f — g)' = 0.

chzx
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Ceci montre que la fonction (f — g) est constante sur RY, puisque R* est un inter-
valle. Comme elle est continue alors elle est constante sur R, .

Or on calcule ¢g(0) = 4arctan 1 — 7 = 0, donc la fonction (f — g) est nulle sur R,
et ainsi f = g sur R, :

Ve e Ry f(z) =4arctane® — 7

(b) La fonction exponentielle est dérivable en 0, de dérivée ¢® = 1, donc :

La fonction arctan est dérivable, de dérivée x +—> ﬁ

vable en 1 de dérivée % Comme arctan1l = % ceci donne :

En particulier elle est déri-

. arctanh — 7 1
im —=% = —,
h—1 h—1 2

(c) On utilise I'expression de f obtenue dans la question (6a) ci-dessus :

f(z) — f(0) 4arctane” — 7
x—0 B x

Vo € RY

On écrit alors : r x
f(z)—f(0) 4arctane -1 et=1

= X
x—0 et —1 x
Les limites calculées dans la question précédente montrent que :
— f(0
) - S0)

z—0 :E_O
>

Alors f est dérivable a droite en 0, de dérivée f(0) = 2.

7. On obtient la courbe suivante.

2~
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8. (a) Soit y € [0, 7[. On résout 'équation f(z) =y, avec z € R,.
On utilise I'expression obtenue dans la question (6a) :

Ve e Ry flz)=y <= darctane”" —m =y

T
<= arctane® = y;:
Comme y € [0, 7[ alors Y2 € H g[ et donc 2 € }—g g[ ce qui justifie :
+7 + 7
arctan e” =Y — e’ = tan 4 1
Finalement :
y+m

Ve e Ry flz)=y <= ax=Intan

Comme 7 ¢ [4, 5 [ alors tan 2% € [1, +oo[ et donc z € Ry

On a demontre que tout élément y de [0, 7] admet un et un seul antécédent par f
dans R,.
Ceci montre que f réalise une bijection de R, dans [0, [, et que sa réciproque est :
f_l . [0 7T[ — R+
r — Intan ””Z”

(b) Les fonctions In et tan sont dérivables, donc par composition f~! est dérivable, de

dérivée : . .
/ + tan® T
vz € [0 () =
relal (7)) = e
Grace aux formules de trigonométrie :
(f_1>/( ) COS2 1‘+7T _'_ Sln2 Il—ﬂ' 1 1
T) = =
4 cos ”” sin 3“1” ~ 2sin ”“ 2 Cos %
9. (a) On calcule :
2 —1 t4+1 1442
thint = t hlnt = t —
M=y & 9 2 2t
Ceci donne :
f(lnt) Ctr—1 N 2t
nt) = arcsin —— 4+ arccos ——
t2+1 1+1¢2

On reconnait les formules en ¢ = tan 2. Sit= tan alors :

f(Int) = arcsin(— cos @) + arccos(sin )
Ceci donne :
f(Int) = — arcsin(cos 0) + arccos(sin 0)

= —7 + arccos(cos #) + m — arcsin(sin 6)

= arccos(cos f) — arcsin(sin 6)
Comme 6 € |0, [ alors 6 € [0, 7] et donc :
f(lnt) = 0 — arcsin(sin(0))
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(b) On différencie deux cas :

e Sife }0, g} alors 0 € [—g, g} et donc :
arcsin(sin ) = 6
e Sif e [g,w{ alors (m — 0) € }0, g}, done (rm —6) € {—
arcsin(sin(mr — 0)) =7 — 0
Par propriété sin(m — ) = sin 6 donc :
arcsin(sinf) =7 — 6

On a donc obtenu :

0 sif €0,

Vo €10, 7| arcsin sin § =
T—60 sife {g,w{

(¢) Comme 6 € ]0, 7| alors £ € }O, g[, ce qui montre que :

0
t =tan — = tant = —
an2 arctan 9

Comme z = Int alors t = €”, donc 6 = 2 arctan e”.
La question (9a) a établi :

f(z) = 0 — arcsin(sin 0)

La question (9b) donne alors :

[0 sif €0,
f@) = 20 — siee[g,ﬂ{

Comme 0 = 2arctan e* alors :

r<0 = 0<e’"<1 = O<arctane" <} = 0<0<7
et r>20 = 1K = J<arctane’ <j = I<0<7
On retrouve donc bien :
0 six <0
vV e R f(x) = N
4arctane” —mw six = 0.
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