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Chapitre B3
Logique

I. Logique

A. Calcul propositionnel

Définition. Une proposition ou assertion est un énoncé qui peut prendre deux valeurs :
vrai (V) ou faux (F).

Exemple 1.

e P : 2 est un entier.

e () : 2,5 est un entier.

e R : Le triangle ABC est rectangle en A.

¢ S : Un éléve de la classe s’appelle Edouard.
o T : Jai travaillé tous les jours de la semaine.

Définition (Négation). Soit P une proposition. On appelle négation de P la proposition
qui est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie. Elle se note =P et on la lit «non P».
Exemple 1 (suite).

e —P : 2 n’est pas un entier.

e () : 2,5 n’est pas un entier.

e - R : Le triangle ABC n’est pas rectangle en A.

e S : Aucun éleve de la classe ne s’appelle Edouard.

o =7 : Je n’ai pas travaillé au moins un jour de la semaine.
Proposition. Pour toute proposition P :  —(—=P) =P

Définitions (Conjonction et Disjonction). Soit P et () deux propositions.

On note (P et Q) ou (P A Q) la proposition qui est vraie si P et ) sont toutes les deux
vraies, et fausse sinon.

On note (P ou Q) ou (P V @) la proposition qui est vraie si P ou ) est vraie, et fausse
sinon.

Remarque. En mathématiques le ou est inclusif : (P ou Q) est vraie si et seulement si
I'une des deux propositions P et () est vraie, donc en particulier si les deux sont vraies.

Exemple 2. (r > 2 et £ < 5) est la proposition 2<xz <5
(x >0ouxz<0) estlaproposition z € R*
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Chapitre B3. Logique

I. Logique

Définition. Les tables de vérité des trois opérations définies ci-dessus sont :

PP [ PlQ[Pet@

v VIV

F VT
PV
F|F

Remarque (Commutativités). Pour toutes propositions P et @ :

(Pet Q) = (Qet P)

([ PlQ[Pou@]
VIV
VIF
PV
F|F

(Pou@) = (QouP)

Proposition (Lois de De Morgan). Auguste DE MORGAN, Angleterre, 1806 — 1871.

Pour toutes propositions P et ()

—(P et Q)
(P ou Q)

(x >2et x<5H)

Exemple 2 (suite). La négation de

La négation de

=P ou —(Q)
=P et =@

(x >0o0ux<0)

est
est

donc

(x <2oux>5)
(x<0etxz>0)

=0

Exemples. La négation de la proposition «j’ai des pommes et des poires» est «je n’ai

pas de pomme ou pas de poirey.

La négation de «j’ai des pommes ou des poires» est «je n’ai ni pommes ni poires».

Démonstration de la premiere loi de De Morgan. On utilise une table de vérité :

’P\QHPetQ\—'(PetQ)\ﬁP\—'Q\ﬂpouﬁQ‘

Elle montre bien I’égalité attendue.
La seconde égalité est laissée en exercice.

Définition (Implication). On note (P = @) la proposition (=P ou Q).

Remarques.

(i) On lit « P implique @Q» ou «si P alors Q».

(77) On dit que P est une condition suffisante pour avoir @), et que @) est une condition

nécessaire pour avoir P.

(7ii) Cette proposition est fausse si et seulement si P est vraie et ) est fausse.
En effet sa table de vérité est :

rlo[-P[P=Q]
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Chapitre B3. Logique I. Logique

Exemples.

e La propriété (2 = 2) = (2%0 = 2x0) est vraie car on peut multiplier les deux membres
d’une égalité par un méme nombre.

e La propriété (2% 0 = —2x%0) = (2 = —2) est fausse car on ne peut diviser par 0 les
deux membres d'une égalités.

e La propriété (2 = —2) = (2x0 = —2%0) est vraie pour la méme raison que la premiére.

o La propriété (2 = —2) = (2% 1 = —2 % 1) est vraie pour la méme raison encore.

Définition. La réciproque de (P = @) est la proposition (Q = P).

Remarque. La réciproque d’'une implication (P = @) peut étre vraie ou fausse, que
(P = Q) soit vraie ou fausse.

Exemples.

e Soit P=(z>2)et Q= (z>1). Alors (P = @) est vraie mais (Q) = P) est fausse.

« Soit P = «Le triangle ABC est rectangle en A» et Q = (AB? + AC? = BC?). Alors
(P = Q) et (Q = P) sont vraies.

 Soit P = «x est entier» et ) = «x est positify. Alors (P = Q) et (Q = P) sont fausses.
Définition (Equivalence). On note (P < Q) la proposition (P = Q et Q = P).
Remarques.

(i) On lit « P est équivalent a Q», ou « P si et seulement si Q)».

(77) On dit que P est une condition nécessaire et suffisante pour avoir Q).

(i17) La proposition (P < @) est vraie si P et @ sont toutes les deux vraies ou toutes les
deux fausses, et fausse sinon. En effet sa table de vérité est :

(PIQP=Q|Q=P|PsQ|

Définition. La contraposée de (P = @) est la proposition (=Q = —P).

Proposition. Une implication et sa contraposée sont équivalentes.

Exemples.

e Soit P=(x>2)et Q= (x>=1). Alors (P = Q) et (-Q = —P) sont vraies, car
1 <2
Eneffet (z>2)=(z>1) et (x<1)= (z<2).

e Soit P = «J’ai des pommes» et @) = «J’ai des fruits». Alors (P = Q) et (-Q = —P)

sont vraies : si j’ai des pommes alors j’ai des fruits, si je n’ai pas de fruit alors je n’ai
pas de pomme.

Démonstration. On utilise la définition de I'implication et la commutativité de 'opérateur
«our:(P=Q)=(—-PouQ@)

(=@ = =P) = (=(=Q) ou ~P) = (Qou—-P) = (wPouQ) = (P=0)

L’égalité est donc démontrée. 0
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Chapitre B3. Logique I. Logique

Démonstration par la table de vérité.

P12 Q[P=Q|-Q=P]

Les deux derniéres colonnes sont bien égales. ([l

Exercice. Compléter le tableau suivant rappelant les différents opérateurs.

P|Q|-P|Pet@ | Pou | P=Q|P&=Q

Exercice. Démontrer les lois de De Morgan a l'aide des tables de vérité.

Exercice. Soit P et () deux propositions. Démontrer que la négation de (P = @) est
(P et =Q).

Exercice : Associativités. Démontrer a I'aide de tables de vérité a 8 lignes que pour
toutes propositions P, @), R :

(Pet@Q)et R = Pet(QetR) (Pou@)ouR = Pou(QouR)

Exercice : Distributivités. Démontrer a ’aide de tables de vérité a 8 lignes que pour
toutes propositions P, @), R :

Pou(Qet R) = (PouQ@)et(PouR)
Pet (QouR) = (PetQ)ou(PetR)

Définition. On note T la proposition qui est toujours vraie, et on 'appelle tautologie.

On note L la proposition qui est toujours fausse, et on I'appelle antilogie.

Exemples. Pour toute proposition P :

(PetT) = P (Pet 1)=1 (PouT) =T (Poul)=P
Exercice. Soit P une proposition. Simplifier (P et =P) et (P ou =P).
Exercice. Démontrer avec et sans table de vérité que pour toute proposition P :

(T=P)=P P=L)=-P (TeP)=P (LeP) =P

4 B. Gonard



Chapitre B3. Logique I. Logique

B. Quantificateurs

Définition. Un prédicat est une proposition dont la valeur de vérité dépend d’un ou
plusieurs parametres.

On note P(z) un prédicat dépendant d'un parameétre x appartenant & un ensemble E.

Exemples.
« Pour tout z € R, soit P(z): z* < 1

n
« Pour tout n € N, soit P, : > k? = "Gt
k=1

Définitions (Quantificateur universel, quantificateur existentiel). La proposition
Vee E P(x)

signifie que la proposition P(x) est vraie pour tout x € E (ou quel que soit z € E), alors
que la proposition :
dre B P(x)

signifie que la proposition P(z) est vraie pour au moins un = € E.

Remarques.
(i) La variable = est muette, on peut la remplacer par toute autre variable :
(Ve € E P(x)) = (Vu e E  P(u))
GreE P) = ((eE P
(77) On peut ajouter l'unicité au quantificateur existentiel : (Ilz € E P(x)) signifie «il
existe un unique = dans E tel que P(x) est vraiey.
Proposition. La négation de (Vx € E P(x)) est : (v € E = P(x))
La négation de (3x € E P(x)) est : (Vo € E =P(x))

Exemples.
» La négation de (Vx € Az > 0) est (3x € Az <0).

» La négation de «toutes les poires de cette corbeille sont vertes» est «au moins une
poire de cette corbeille n’est pas verte».

e La négation de «un éleve de la classe a son nom qui commence par Wy est «aucun
éleve de la classe n’a son nom qui commence par W».
Méthode.

e Pour démontrer que (Vx € E P(z)) est vraie, on considére un élément quelconque x
de E, et on démontre que P(z) est vraie pour cet élément.

e Pour démontrer que (Vx € E P(z)) est faux, il suffit de trouver au moins un z € E tel
que P(z) est fausse. On exhibe un contre-exemple.

e Pour démontrer que (3z € E P(x)) est vraie, il suffit de trouver un = € F tel que P(x)
est vraie. On exhibe un exemple.

e Pour démontrer que (3x € E P(x)) est fausse, on montre que la négation est vraie. On
considére donc un élément = quelconque de E et on prouve que P(x) est fausse.

Remarque. La propriété (Vx € @ P(x)) est toujours vraie. En effet, sa négation est
(Jx € @ —P(x)), elle est toujours fausse.

Exercices 1, 2.
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II. Modes de raisonnement

A. Implications et équivalences

Remarque. Si P et P = () sont vraies alors () est vraie. C’est le principe de déduction.

Remarque. La plupart des théoremes sont des implications, parfois des équivalences.
Plus précisément, ils sont souvent de la forme :
Vee E P(z) = Q(x)

ou VrekFE P(z) <= Q(z)
Exemples.
e Si f est dérivable alors f est continue.
e Si (Vn € Nu, <wv,) et limu, = +oo alors lim v, = +00.
e Soit ABC' un triangle. Alors le triangle ABC' est rectangle en A si et seulement si

AB? + AC? = BC*.

Définition. Pour un théoreme de la forme Vo € £ P(x) = Q(z), on dit que P(z) est
I'hypothese et Q(z) est la conclusion.

Exemple : Théoreme de la bijection. Soit I un intervalle et f : I — R une fonction.
Si f est continue et strictement monotone sur I alors elle réalise une bijection de I dans
f(I), et f(I) est un intervalle.

L’intervalle I est fixé, F est 'ensemble des fonctions f de [ dans R : £ = F(I,R)
L’hypothese P(f) est que f est continue et strictement monotone.

La conclusion Q(f) est que f réalise une bijection de I dans f(I) et que f(I) est un
intervalle.

Le théoreme de la bijection s’écrit alors : Vf e E  P(f) = Q(f)

Méthode. Pour démontrer une implication P = () on peut :
* Procéder directement : supposer que P est vraie, démontrer que () est alors vraie.
» Démontrer la contraposée : supposer que () est fausse, démontrer que P est alors fausse.

» Raisonner par 'absurde, i.e., supposer que P est vraie et () est fausse, et arriver a une
contradiction. On démontre ainsi que (P et —(@Q)) est fausse : (P et =Q) = L.

Or la négation de (P et —Q) est (=P ou Q) donc (P = Q).

Pour démontrer une équivalence P < () on peut :

e Procéder directement par équivalences successives.

e Démontrer que P = @ et @ = P (double implication).
e Démontrer que P = @ et =P = =(Q).

Exemples. Démontrer que :

a. Vze C 26U «— z=2z"!

b. Soit f : E — F une fonction. Alors f est bijective si et seulement si il existe une
fonction g : F — FE telle que fog=Idr et go f = Idg.

c. Soit n un entier. Alors n est pair si et seulement si n? est pair.
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B. Récurrences

On note dans toute cette partie P, une proposition dépendant d’'un entier n (n € N ou
n € N* généralement).

Théoreme de récurrence. Si

e Initialisation : Py est vraie

e Hérédité : Pour toutn e N P, = P,

Alors

e Conclusion : Pour tout n € N P, est vraie.

Remarque. On peut initialiser la récurrence a 1, ou a tout entier ng.

Théoreme de récurrence double. 57

e Initialisation : Py et Py sont vraies

o Hérédité : Pour toutn € N (P, et Ppy1) = Ppio
Alors

e Conclusion : Pour toutn € N P, est vraie.

Exercice. Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 1, u; = 2, et pour tout n € N : w10 =
SUpi1 — 6u,. Calculer les premiers termes de cette suite, deviner une expression générale
de u,, puis démontrer votre conjecture.

Remarque. On peut aussi raisonner par récurrence triple, quadruple, etc.
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Théoréme de récurrence forte. Si

e Initialisation : Py est vraie

e Hérédité : Pour toutn e N (Py et Py et ... et Pp) = Pnia
Alors

e Conclusion : Pour tout n € N P, est vraie.

Exemple. Tout entier naturel n > 2 se décompose en produit de nombres premiers.

Pour démontrer ceci on note, pour tout n > 2, P, la propriété : «n se décompose en
produit de facteurs premiersy.

On démontre par récurrence forte que cette proposition est vraie pour tout n > 2.

Initialisation. Si n = 2 alors n est un produit de nombres premiers, puisqu’il est premier.
La propriété P, est donc vraie.

Hérédité. Soit n un entier naturel strictement supérieur a 2 fixé. Supposons que les pro-
priétés Ps, Ps, ..., Pn,_1 sont vraies, c’est-a-dire que la propriété Py est vraie pour tout
k=2,...,n—1.

Si n est premier alors il est produit de facteurs premiers, a savoir lui-méme. Donc P, est
vraie.

Si n n’est pas premier alors il existe deux entiers a et b strictement supérieurs a 1 tels
que n = ab. Ces deux entiers sont compris entre 2 et n — 1. Par hypothese de récurrence
les propriétés P, et P, sont vraies, donc a et b se décomposent en produits de facteurs
premiers. Or n = ab donc n se décompose en produit de facteurs premiers.

La propriété P, est donc vraie si toutes les propriétés P, pour k allant de 2 & n — 1 sont
vraies.

Conclusion. Par récurrence forte, la propriété P, est vraie pour tout n > 2.

Théoréme de récurrence finie. Soit N un entier naturel. S7
e Initialisation : Py est vraie
o Hérédité : Pour toutn € {0, ..., N —1} P, = Py

Alors
e Conclusion : Pour tout n € {0, ..., N} P, est vraie.
Exercice. Soit m € N et f la fonction définie sur R par : f(x) = 2™
Démontrer que pour tout k € {0, ..., m} :
!
(k) _ m—k
Vr e R f (x)_i(m—k:)!x

Expliquer pourquoi I'implication P,, = P,,+1 est fausse.
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C. Analyse - synthese

Méthode. On souhaite déterminer tous les éléments d'un ensemble qui vérifient une
certaine propriété, par exemple résoudre une équation.

Lors de la phase d’analyse on suppose qu’il existe une solution et on I’étudie. On obtient
un certain nombre de propriétés.

Lors de la phase de synthese on cherche a résoudre le probleme parmi les éléments ayant
les propriétés dégagées dans la partie précédente.

Exemple. Résoudre 'équation : /z(x —3) = /32 — 5

Analyse : si un réel x est solution alors x(z — 3) = 3z — 5, donc 2? — 6z + 5 = 0, puis
r=1ouxz=>5.

Synthese : Seul x = 5 convient.

Conclusion : L’ensemble des solutions est S = {5}.

Exemple. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables qui vérifient :
V(z,y) €ER*  fla+y)=f(2)+ [(y)

Analyse : Supposons que f est une fonction vérifiant la propriété.

En fixant y on obtient :

VeeR  flz+y) = flz)+ f(y)
On dérive par rapport a z :
VeeR  fl(z+y) = f(z)

Cette propriété est vraie pour tout y € R, et comme elle est vraie pour tout x alors elle
est vraie en particulier pour x = 0. Ceci donne :

VweR  fy)=f(0)
Ainsi f” est constante. Posons a = f(0). Alors :
VieR  fllz)=a
Ceci montre qu’il existe une constante b € R telle que :

Ve e R flx)=az+0b

Synthese : Soit f(x) = ax + b ol a et b sont deux réels. Alors la propriété

V(z,y) eR*  flz+y) = flz)+ f(y)

implique b = 0.
Conclusion : Les fonctions vérifiant la propriété ci-dessus sont les fonctions f : x — ax ou
a est un réel.
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