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MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°4

Nombres de Fermat

Partie A. Définition

1. Soit a et u deux entiers naturels, avec a > 1 et u impair.
(a) Démontrer que a + 1 divise a* + 1.
(b) En déduire que si a* 4+ 1 est premier alors u = 1.
2. Soit m un entier naturel non-nul.
(a) Justifier qu’il existe n € N et u € N impair tels que m = 2"u.

(b) En déduire que si 2™ 4 1 est premier alors m est une puissance de 2.

On note dorénavant F,, = 22" 4+ 1 pour tout n € N et on appelle nombres de Fermat ces
entiers. Les premiers d’entre eux sont :

=3 =5 E =17 F3 =257 Fy =65537 Fy =4294967297

Contrairement a ce qu’avait annoncé Fermat, il semble que tres peu d’entre eux soient
premiers.

Partie B. Non-Primalité de F;

Il est assez aisé de vérifier que Fy,..., F, sont premiers. Le but de cette partie est de
démontrer que F5 ne l'est pas, démonstration due a Euler.

1. Démontrer que : 2% = —(5 x 27)*  [5* + 29

2. Calculer 5% + 2% et 27 x 5 puis démontrer que Fy n’est pas premier.

On sait a I’heure actuelle que tous les nombres de Fermat de F5 a F3, sont composés, on
ne sait pas encore si Fi3 est premier ou composé.

Partie C. Les F, sont premiers entre eux.

Dans cette partie on démontre que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre
eux.

n—1
1. Démontrer que pour tout n e N: F, =2+ HFk
k=0

Soit m et n deux entiers naturels tels que m < n.
2. Donner le quotient et le reste de la division euclidienne de F,, par F,,.

3. Conclure.
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Partie D. Facteurs premiers de F,

Dans cette partie on démontre que si un nombre premier p divise F;, alors il est de la
forme p = 271/ 4+ 1 o1 £ est un entier naturel.

On note p un nombre premier impair, et on définit ’ensemble M = {k’ eN*| 28 =1 [p] }

1. Démontrer que p — 1 € M.
2. Justifier que M admet un minimum. Ce minimum sera noté m dans la suite.

3. Soit k un élément de M. A T'aide de la division euclidienne, démontrer que m divise k.

Soit n un entier naturel non-nul. On suppose que p divise F},.
4. Démontrer que 2" n’appartient pas a M et en déduire que m = 271,

5. Conclure.

Vérifier qu’Euler a bien obtenu un diviseur premier de F5 de cette forme.
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