Lycée Bellevue — Toulouse 23 novembre 2023
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°3

Exercice. (5 points)

1. (1 point) Les fonctions arc-sinus et arc-cosinus sont définies sur l'intervalle [—1, 1]. Par
équivalence :

ot DN

-1<dr—-1<1 — 0<z <

Donc 'équation (E) est définie sur [0, %} N[-1,1] = [O, %}

2. (2 points) Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, %} par :

f(z) = arccos (bx — 1) — arcsin

Les fonctions arc-cosinus et arc-sinus sont continues, ainsi que la fonction affine z +—
5r — 1, donc par composition et somme la fonction f est continue.

On calcule :
f(0) = arccos(—1) —arcsin0 =7 — 0=

et f(%) = arccos 1 — arcsin (%) = — arcsin %

Comme £ € [0,1] alors arcsin 2 > 0.
Ainsi f(0) > 0 et f (%) < 0, la fonction f est continue sur [O, %} donc d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires il existe o € {0, %} tel que f(«a) = 0.

Ceci montre que I’équation (E) posseéde au moins une solution.

3. (2 points) On raisonne par implication.

2
Vo € |0, 5} (E) = cos(arccos(bz — 1)) = cos (arcsin x)

br—1=+v1—2a2
(br —1)*=1—2?
2522 — 10z = —a?

(A

z(l3x —5)=0 <= =0 ou x:f—)g

Si x =0 : arccos(bz — 1) = arccos(—1) = m, alors que arcsinz = 0.

Donc 0 n’est pas solution. Or il existe au moins une solution, et % est la seule solution
possible, donc c’est la solution unique de 1’équation.

L’ensemble des solutions de (E) est :
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Probléme 1. (23 points)
Partie A. (4 points)
1. (1 point) Soit x et 2’ deux éléments de E tels que f(x) = f(2').

Alors g(f(x)) = g(f(2")), donc h(z) = h(z'). Comme h est bijective alors h est injective,
donc z = 2’. Ceci montre que :

V(z,2') € E? flx)=f(z) = =x=42

La fonction f est injective.

2. (1 point) Soit x un élément de E. Comme h est bijective de E dans E alors il existe
x’ € F tel que x = h(z'), ce qui donne x = go f(z’). Donc = g(y) en posant y = f(2’).
Ainsi tout élément de F possede un antécédent par g, donc g est surjective.

3. (2 points) Si f est bijective alors elle admet une fonction réciproque f~1, et cette
fonction réciproque est également bijective.

Comme h = go falors ho f71 = (go f) o f71, et par associativité de la composition
des fonctions :

hof™=(gof)of=go(fof)=goldr=g

Les fonctions h et f~! sont bijectives, la composée de deux bijections est bijective donc
g est bijective.

De plus par propriété sa réciproque est :
-1 -1
g—l — (h o f—l) — (f—l) o h—l — f o h—l

Ainsi g est bijective et sa réciproque est g=! = fo h™!

Partie B. (8 points)
1. (1 point) Tout élément x de [1,+oo| vérifie z > 1, donc 22 — 1 > 0, et ainsi z? — 1
admet une racine carrée.
De plus, si € [1,4o00[ alors £ > 0 et V22 —1 > 0, donc = + V22 —1 > 0, et
In (az + m) est bien défini.
La fonction f est donc bien définie.
La fonction ch est bien définie sur R et on sait que chx > 1 pour tout = € R.
Ceci est contenu dans le cours mais on peut le démontrer par équivalence. Pour tout

réel x :
chxr >1 = e +e ¥ >2
— e —2"+1>0 — (" —=1)*>0

Cette derniére inéquation est bien vérifiée pour tout = € R, donc chx > 1 pour tout
r e R.

Ainsi g est bien définie sur R et arrive dans [1, +oo[, donc g est bien définie.
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2. (2 points) Soit = et 2’ deux éléments de [1, +oof tels que f(z) = f(2').
Comme la fonction In est injective alors on a les implications suivantes :

flx)=fa) = z+Va2-1=2"+Va? -1
— -2 =Va?2-1-+Va2-1
- (x—x')2:<\/x’2—1—\/x2—1)2
= 2?42?22 =22 -2 -2V - 1V - 1
— 20’ —1=V2? - 1Vva2 -1
— (22’ —1)? = (\/:16’2 — Va2 — 1)2
— 72?202 +1=(a2"-1)(2* - 1) =27 -2 —2? +1
= (r—2)’=0
= z=2a

On a démontré que :
V(z,2') € [1,+oo[’ flx)=f(a)) = z=41

Ceci signifie que la fonction f est injective.

On aurait aussi pu démontrer que la fonction f est strictement croissante et que ceci

implique qu’elle est injective.

Deplussi x€[l,+o0[ alors z>1 donc z+ Vaz—1>1.

Ceci montre que : Vz € [1,4+00] f(x) > 0.

Le réel —1 (par exemple) n’a pas d’antécédent par f, et ainsi f n’est pas surjective.
3. (2 points) Soit y un élément de [1, +oo[. Démontrons que y possede un antécédent par

g, grace a 1’équivalence suivante :

I_I_ —x
Vr e R glx)=y <= chax=y <+ %:y

En posant X = e cette équation équivaut & : X2 —2yX +1=0
Le discriminant de cette équation de second degré est :

A =4y* — 4 =4(y* - 1)

Comme y € I alors y? — 1 > 0, donc 1'équation admet deux solutions :

X1:y+\/y2—1 et XQZy—\/y2—1

Au moins la premiere est positive, donc x = In (y +Vy? — 1) est définie et c’est un
antécédent de y par g.

Ainsi 'équation g(z) = y admet au moins une solution, ceci pour tout y € [1, 400,
donc g est surjective.

On remarque que ¢(1) = % = g(—1), donc les réels 1 et —1 vérifient g(1) = g(—1)
alors qu’ils sont différents. Ceci montre que g n’est pas injective.
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4. (38 points) La fonction f est définie sur [1, 400, et pour tout x € Ron a g(x) € [1, +o0],
donc f o g est définie.

La fonction g est définie sur R et pour tout x € [1,4+o00[ on a f(x) € R, donc go f est
définie.

On calcule :
Ve eR fog(m)zln(chw+\/ch2w—1>:ln(ch:c—i—lsha;\)

Ceci gréace & la formule ch? x — sh® = 1. Ensuite |sh 2| est du signe de z, donc :

In(chz +shx) =In(e*) =2 siz>0
fog(z)= e .
In(chax —shz) =In(e ™) = —z sixz<0.

On en déduit :

VeeR  fog(x) =zl
En d’autres termes f o g est la fonction valeur absolue.
Ensuite :

Ve e [l,+00[  go f(x)=ch (ln (x+\/x2—1)>

1 1
=—lz+Vr2—1+ ——e
2( x+\/x2—1>

1 xr—va2—1
- Vi 14— Y~ ") =
2<x—|— x +a:2—(x2—1)> x

Ceci montre que g o f = Idp 4o mais il est faux que f o g = Idgr, donc g n’est pas la
réciproque de f.

De toutes facons ni f ni g n’est bijective, puisque 1'une n’est pas injective et 'autre
n’est pas surjective, donc elles n’admettent pas de fonction réciproque.

Partie C. (11 points)

1. (2 points) Comme z? + 1 est positif pour tout réel z alors va2 + 1 est défini pour tout
réel x. La fonction arc-tangente est définie sur R donc f est définie sur R.

Pour tout z € R, comme 22 + 1 > 2% alors Va2 +1 > Va2 = |z|. Or |z| > —=z, donc
Va2 +1+z>0.

Comme la fonction arctan est strictement croissante alors :

arctan (Va2 + 1+ x) > arctan0 =0
(v

De plus, on sait que arctan x < 7 pour tout réel x, ce qui montre que :

Ve e R 0<2arctan(\/a:2+1+x)<7r

L’image de f est donc incluse dans l'intervalle |0, 7].
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2. (a) (1 point) Par définition g(x) = f(shz), donc :
Vr e R g(x) = 2arctan <\/ 1 +sh?x +sh :E)

La formule de base de trigonométrie hyperbolique est :

Vr e R ch?’z —sh?z =1

Elle montre que \/1 4 sh? = Vch®z = |chz|. La fonction cosinus hyperbolique est

strictement positive, donc [chz| = chz et :
VeeR  g(x)=2arctan (chz + shx) = 2arctan (e”)

Finalement :
g(x) = 2arctan (e”)

Vr e R

(b) (2 points) Soit x € R et y € |0, w[. Alors par équivalence :
y=g(r) <= 2arctane® =y <= arctane” = 5
}O, 3 [ La fonction arctan est la réciproque de la fonction

Comme y € |0, 7| alors § €
E{ — R, donc

bijective tan : }—g, 5

arctanex:% <— e’”:tan% <— len(tang)

Tout élément y de |0, 7[ admet un et un seul antécédent dans R par g, donc g réalise

une bijection de R dans |0, 7[. De plus sa réciproque est :
gt:]0,7[ — R
xr — In (tan %)

(¢c) (2 points) D’apres la question 3 de la partie A ci-dessus, comme les fonctions :

g=fosh:R —]0,7 et sh:R—R

sont bijectives alors f : R — ]0, 7| est bijective et sa réciproque est f~! = shog™!

On calcule :

Ve elo,r[  f7(z) =sh <ln (tan g))

eln (tan%) o efln (tan%) B tan§ — fanZ
B 2

- 2
tan? % —1
Qtan%

2 tan @ .
g donne :

La formule de trigonométrie tan 20 =
= —cotx

Va €10 z) =~
velonl @)=
Ainsi la réciproque de f est la fonction — cot de ]0, [ dans R.
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3. (a) (1 point) La fonction racine carrée est dérivable sur R* | et :
vz eR 2> 4+1>0

Par composition la fonction x +— v/22 4+ 1 est dérivable sur R.

La fonction arc-tangente est dérivable, donc par somme et composition la fonction
f est dérivable sur R. On calcule sa dérivée :

2x 1
Ve e R ) = 2 1
reR  fl(a) (2m+ )1+(m+x)2

T+Va?+1 1

< 22+ 1 )2($2+1+$\/T+1)
B r+ Va2 +1 1
_\/x2+12<\/1+x2+x)_1+952

On remarque que f’(z) = arctanz.

(b) (1 point) Comme f" = arctan’ et R est un intervalle alors il existe une constante K
telle que :
Ve € R f(z) = K + arctanz
Pour z = 0 en particulier on obtient f(0) = K + arctan0 = K.
On calcule f(0) = 2arctanl = 7, ce qui montre que K = 7 puis :

VeeR f(z)= g + arctan

(c) (1 point) La fonction arc-tangente réalise une bijection de R dans {—g, g} donc la
fonction f réalise une bijection de R dans |0, 7[.
Plus précisément f est la composée de la fonction arctan est la fonction b : @ — 2473
qui réalise une bijection de }—g, g[ dans |0, 7| :
f =hoarctan avec arctan:R —>}—g,g[ et h: ]—g,g{ — 0, 7]
T = x+

NIE

En conséquence sa réciproque est f~! = arctan~! oh™! :

f7t=tanoh™! avec h_li]0>ﬂ[—>]—§,g{ et tan:}—%,%[—ﬂ@
T x5

On en déduit :

1
Vo €0, 7| f_l(x):tan<x—g) :_tanx:_COtx

On retrouve bien le résultat de la question 2 (c).
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(d) (1 point) L’expression obtenue dans la question précédente permet de tracer la
courbe de f a partir de celle de I'arc-tangente.

On obtient ensuite celle de sa réciproque, f~' : o + —cotx, par symétrie par
rapport a la premiere bissectrice des axes.

[ =5 +arctan

Probléme 2. (15 points)

1. (1 point) Soit n € £. Alors n > 0 et n divise 2" + 1.
Comme n > 1 alors 2" =0 (mod 2), donc 2" + 1 =1 (mod 2), i.e., 2" + 1 est impair.
Il ne peut donc étre multiple de 2.
Si n est pair alors 2 divise n, donc par transitivité 2 divise 2" + 1.
Cette contradiction montre que n n’est pas multiple de 2, donc n est impair.

2. (1 point) Les éléments de &€ sont des entiers naturels impairs. On calcule :
2'+1=3 2°+1=9 2°+1=33 2"4+1=129 2°+1=513

On constate que 2! + 1 est multiple de 1, 23 + 1 est multiple de 3.

Par contre 33 n’est pas multiple de 5, et 129 n’est pas multiple de 7 car 129 = 7 x 18+ 3.
Comme 513 = 9 x 57 alors 2° + 1 est multiple de 9.

Les trois plus petits éléments de £ sont donc 1, 3 et 9.

3. (a) (1 point) On calcule 9 x 19 = 171 et 2° = 512. Comme 3 x 171 = 513 alors :
27 =2 x 171+ 170

Comme 0 < 170 < 171 il s’agit bien de la division euclidienne de 2° par 9 x 19.
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(b) (1 point) Le résultat de la question précédente montre que :
29 = 1 [9 x 19]

Ceci donne : "
(2°) "= (-1 =-1 [9x 19]
Ainsi :
271 1 1=0 [9 x 19]
Ceci signifie que 9 x 19 divise 2% + 1, donc 9 x 19 € €.
4. (a) (1 point) Comme p est un nombre premier alors d’apres le petit théoréme de Fermat :

Va € N a’ =a [p].

En particulier pour a =2 : 2P =2 [p].
Ceci montre que p divise 29 — 2 = 2(2P~1 — 1).
D’apres le lemme d’Euclide, comme p est premier alors p divise 2 ou (2P~ —1).
Comme p divise n qui est impair alors p n’est pas égal a 2, donc p ne divise pas 2.
Ainsi p divise (2P~ — 1) et donc 2" —1 =0 [p] puis 2°"1 =1 [p].

(b) (1 point) Comme n appartient a £ alors n divise (2" + 1).
Comme p divise n alors par transitivité p divise (2" + 1).
Donc 2" +1 =0 [p], puis 2" = —1 [p].
On en déduit : 22" = (27)% = (—1)2
On a démontré que 22" =1 [p].

L [p].

(c) (2 points) D’apres la relation de Bézout il existe deux entiers u et v tels que :
(p = Du+(2n)v=(p—-1)A(2n)
On en déduit :
2r=DAER) _ olp-Dniy _ (9-0)" (2m)" = 1v x 17 [p]

On a démontré que : 2°~DAE =1 [p].

(d) (1 point) Soit ¢ un diviseur premier de (p — 1) A (2n).
Alors ¢ divise p — 1 et ¢ divise 2n.
Supposons que q est impair. Alors ¢ est premier avec 2 et ¢ divise 2n, donc d’apres
le lemme de Gauss ¢ divise n.
Mais ¢ divise aussi p — 1, donc g < p, alors que p est le plus petit nombre premier
divisant n. Cette contradiction montre que ¢ est pair, donc g = 2.
Ceci montre que 2 est le seul nombre premier divisant (p — 1) A (2n), donc il existe
reNtel que (p—1)A(2n) =27
Comme p est un diviseur de n alors p est différent de 2, puisque n est impair, et
ainsi p est impair.
Donc p — 1 est pair, et ainsi 2 divise p — 1 et 2n, donc 2 divise (p — 1) A (2n), et
r > 1.
Sir > 1 alors r > 2, donc 4 divise (p — 1) A (2n) puis par transitivité 4 divise 2n,
donc 2 divise n. Ceci est impossible car n est impair.
Donc r =1, et ainsi: (p—1)A(2n) = 2.
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(e) (0,5 point) D’apres les deux questions précédentes : 22 =1 [p].
Ceci montre que p divise 22 —1 = 3, et comme p est un nombre premier alors p # 1,
donc p = 3.
Le plus petit nombre premier divisant n est 3, donc n est multiple de 3.
On a bien démontré que tout élément de £ différent de 1 est multiple de 3.

5. (a) (1 point) Comme u est impair alors (—1)* = —1. La formule pour a™ — b" donne :
u—1
2 1= (2" = (-1)" = (2" = (1) @) (=)
k=0

Comme (—1)*"t = (=1)%(—=1) =1 et (—=1)7% = (=1)* ceci donne :

u—1
k=0
Comme Y"1 (=2)* est un entier ceci montre que 2" + 1 divise 2 + 1.

(b) (1 point) Nous venons de démontrer que :

2nu+1 u—1 ok
i1~ 27

k=0

Comme 2" +1=0 [2" 4 1] alors —2" =1 [2" + 1], donc :

u—1 u—1
Z(—Q”)k =Y 1r=u 2" +1].
k=0 k=0

On a bien démontré que :  F=H =u [27 +1].

6. (a) (0,5 point) Le PPCM de m et n est multiple de m et de n, donc il existe deux
entiers u et v tels que m vV n = un = vm.

Supposons que u est pair. Alors 2 divise u, donc par transitivité 2 divise un = mVn.

On sait que m V n divise mn, car mn est un multiple de m et n alors que m V n est
le plus petit multiple commun de m et n pour la relation de divisibilité.

Donc par transitivité 2 divise mn. Comme 2 est premier alors d’apres le lemme
d’Euclide 2 divise m ou n, i.e., m ou n est pair.

Mais m et n appartiennent a &£, donc ils sont impairs.
Cette contradiction montre que u est impair, et de méme v est impair.
Il existe donc deux entiers impairs u et v tels que m Vn = un = vm.
(b) (0,5 point) Comme u et v sont impairs alors la question (5a) montre que 2" + 1
divise 2™ 4+ 1 et 2™ + 1 divise 2™ + 1.
Ceci montre que 2" + 1 et 2™ + 1 divisent 2™V + 1.
Comme m est n sont éléments de £ alors m divise 2™ + 1 et n divise 2" + 1.
Par transitivité m et n divisent 2™V™ + 1.

Ainsi 2™V" 4+ 1 est un multiple commun de m et de n, donc par propriété il est
multiple de m V n, puisque celui-ci est leur plus petit multiple commun pour la
relation de divisibilité.

On a démontré que 2™V™ + 1 est multiple de m V n, donc mVn € £.
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7. (a) (0,5 point) Comme d est un diviseur de n et n est impair alors d est impair.
La question (5a) montre que 2" + 1 divise 2% + 1 et la question (5b) donne :

2dn+1
=d 2"+ 1
2n 41 (2" +1]

24n41
2n+1

Ceci implique que 2™ + 1 divise d et donc en multipliant par 2" + 1 :

(2" +1)° | 2" 41 —d(2"+1)

Comme n € £ alors n divise 2" 4+ 1. Comme d divise n alors par transitivité d divise
2" + 1, et donc par produit dn divise (2" + 1)2. Toujours par transitivité :

dn |2 4+1—d(2" + 1)

Comme n divise (2" + 1) alors dn divise d(2" + 1) et par somme dn divise 2% + 1,
ce qui montre que dn € £.

(b) (1 point) Par propriété mn = (m An)(mV n).
Posons d = m A n. Alors d divise n, et comme n divise m V n alors d divise m V n.
D’apres la question (6b), comme m et n appartiennent a £ alors mVn € E.
D’apres la question précédente d(m VvV n) € E.
Ceci montre que mn € &.

8. (1 point) On sait que 3 € €.

Comme & est stable par produit alors : Vk € N* 3k ¢ &.

On démontre ceci par récurrence, et c’est valable aussi pour k =0 car 1 € £.

On sait que 32 x 19 € £.

Si n est un élément de £ et d est un diviseur de n alors dn € £.

Or 3 est un diviseur de 32 x 19.

On démontre donc par récurrence que : Vm € N 327 x 19 € £.

Ceci montre que pour tout k € Ntel que k >2: 3¥ x19 € €.

Fixons un tel entier k. Alors 3 x 19 € & et 19 est un diviseur de cet entier, donc on
démontre par récurrence que : V¢ € N* 38 x 19/ € £,

Ceci est valable pour ¢ = 0 car 3* € &.
On a démontré que pour tout (k,¢) € N> avec k >2: 3F x 19¢ € €.
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