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MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°6

-A 1 0
1. (a) On applique 'algorithme de Gauss-Jordan a la matrice A—Al3 = | —1 —A\ 1
0 —1 =X
On note A’ une matrice de taille (3,3) et on raisonne par équivalences.
-2 1 0 100
(A—NR)A =13 = -1 =X 1[A=[010
0 —1 =X 0 0 1

Par opérations élémentaires (Ly <> Ls), (Lo <> L3), puis (L3 <— L3 — ALy) :

—1 =) 1 0O 1 0
0 -1 =Xx|A=[0 0 1
0 14+X =)\ 1 =X 0

L’opération (L3 < L3 + (1 + A?)Ly) puis les trois opérations (L; < —L;), (Ly
—L3), (L3 < —L3), donnent :

1 A -1 0 —1 0
0 1 A A= 0 0 -1
0 0 A+2A -1 A —=1-)?

Comme A est réel alors le coefficient A* + 2\ = A(A\? + 2) est nul si et seulement si
A est nul, ce qui montre que la matrice (A — Al3) est inversible si et seulement si A
est non-nul, car dans ce cas la matrice présente trois pivots.

On suppose dorénavant que A est non-nul, et donc A’ = (A4 — \I3)~L.
L’opération (L3 < ﬁ[zg) donne :

A2+2)
1 A =1 0 -1 0
0 1 XN|(A=-X)*'=[ 0 0o -1
— D) —1-)?
0 0 1 ,\3J1r2A 342X >\31+2>\
] 0 —X\%—2\ 0
=—— | 0 0 A3 —2)\
3
N2\ 1o N2

Les opérations (Lg < Ly — AL3) puis (L; < L; + L3) donnent :

S W R
—\? —A
~1 A —1— N2

1
A3 420

O = >

1 A0
0 1 0] (A= ;)™
00 1
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Et pour finir (L; + Ly — ALy) :

1 00 1 —1-X2 =) -1
01 0](A=Xs)"' =55+ A= =
00 1 AR (R T W g ¢
On a donc calculé, si A € R* :
1 —1-X2 - -1
(A=) = 3 A —\? -
A3 4 2A 1 N ]2
-1 0 1 0 -2 0
(b) On obtient A2=1] 0 —2 0 |etA3=[2 0 -2
1 0 -1 0O 2 0
On remarque que A3 = —2A.
Si A est inversible alors en multipliant & droite par A~! on obtient A% = —2I3, ce
qui est faux. Ainsi A n’est pas inversible.
(c) En développant et en utilisant la relation 4> = —2A on obtient :

= (y—A0)A2+ (z — My —20)A— Azl = I3

Cette derniere égalité est vérifiée si le triplet de réels (x,y,z) vérifie le systéme
linéaire :

Ar — y = 0
S 2r+Xy— z= 0
Az = —1
Comme A est non-nul on peut appliquer les opérations élémentaires (L; < %Ll) et
(Lg <— %Lg) .
T — %y = 0
S <= 2c+ A dy—z= 0
_ 1
=7

Les opérations (Lg <— Ly — 2L) puis (Lg < Lo + L3) donnent :

1 _

0
oy Dby =
1
A

Enfin les opérations (Lg < )\%HLQ) puis (L1 < L; + %LQ) donnent :

x:_;

A(A2+2)
1
S Y= "33
z=—1
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Pour ces valeurs de z, y, z, on a (zA? + yA + 2I3)(A — \I3) = I3.

Comme (A —\I3) est une matrice carrée alors ceci implique que la matrice (A—\13)
est inversible et que sa matrice inverse est (vA% + yA + zI3). On en déduit :

1 , 1 1

AN ' — A2 —— A ]
( 3 AN + 2) 2420 N
On calcule :
1
-1 __ 2 2
(A= M)t = )\(/\2+2)(_A — M= (X +2)15)
. —1-X —x -1
= A=A )
AV Coae

On retrouve bien la matrice inverse de (A — AI3).

2. (a) La matrice X est de taille (n, 1), donc sa transposée ‘X est de taille (1,n).

Par définition le produit de deux matrices de tailles (m,n) et (¢,p) est défini si
n = g, et il donne alors une matrice de taille (m, p).

Ainsi le produit ‘X X est défini et il est de taille (1,1).

De méme, ‘X est de taille (1,n), A est de taille (n,n) et X est de taille (n, 1), donc
le produit 'X AX est défini, c’est une matrice de taille (1,1).

(b) On obtient : XX = (Zﬁ)
i=1

3. Par propriété si A et B sont deux matrices multipliables alors ‘(AB) = ‘B*'A. On
obtient donc :
(IXAX) = 'XTAN'X) = 'XTAX

Comme A est antisymétrique alors *A = — A puis :
(('XAX) = 'X(-A)X = - 'XAX

De plus, comme ‘X AX est une matrice de taille (1, 1), alors elle est égale a sa trans-
posée, et donc :

PXAX = —'XAX
Ceci donne 2' X AX = 0 puis 'XAX = 0.

4. Par distributivité de la multiplication matricielle : :
(A= M)X = AX — \X
En multipliant & gauche par ‘X :
'X(A—AL)X = 'XAX — MN'XX
On sait que ‘XAX =0, et donc si (A — \I,)X =0 alors :
0=0-\XX

Ceci donne bien V(X X = 0.
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5. (a) Nous venons de voir que I'égalité (A — Al,)X = 0 implique 1'égalité A\*XX = 0,

laquelle, si A est non-nul, implique I'égalité *X X = 0.

n
Or d’aprés la question 2b : XX = 22

i=1
Les x2 sont des réels positifs, donc leur somme est nulle si et seulement si tous sont
nuls, donc si et seulement si tous les x; sont nuls. Et tous les z; sont nuls si et
seulement si X est nulle.

Nous avons démontré que :
VX € M,,1(R) (A-M,)X=0 = X=0

(b) Démontrons que pour toute matrice colonne B a n lignes le systeme (A—\1,,) X = B
admet au plus une solution.

Soit B une matrice colonne a n lignes. Supposons que le systéeme (A — A\[,,) X = B
admet deux solutions X; et X5. Alors :

(A=A)X, =B e (A—AL)X,=B

Par soustraction :
(A= M) X1 — (A=A, X2 =0

Par distributivité de la multiplication matricielle :

D’apres la question précédente ceci montre que X; = Xo.
Donc le systeme (A — Al,,)X = B ne peut admettre deux solutions distinctes, Il
admet au plus une solution.

Ceci est valable pour toute matrice colonne a n lignes B, donc d’apres le lemme
admis par énoncé ceci implique que la matrice A — AI,, est inversible.

Démonstration du lemme.

On démontre plutdt sa contraposée, c’est-a-dire :

Si A est une matrice carrée non inversible alors il existe une matrice colonne B telle que
le systeme AX = B admet plus d’une solution.

Supposons que A n’est pas inversible.
Démontrons que pour B = 0 le systeme AX = B admet une infinité de solutions.

Soit R la matrice échelonnée réduite équivalente par lignes a la matrice A. Alors le systeme
AX = 0 est équivalent au systeme RX = 0.

Comme A n’est pas inversible alors R n’est pas la matrice identité. Elle présente donc au
plus n — 1 pivots, et en conséquence le systeme RX = 0 admet au moins une inconnue
secondaire.

Comme son second membre est nul on peut exprimer les inconnues principales en fonction
des inconnues secondaires, et comme il existe au moins une inconnue secondaire alors le
systeme AX = 0 admet une infinité de solutions.

Ceci démontre le lemme.
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