Lycée Bellevue — Toulouse 12 janvier 2024
MPSI — Mathématiques

Devoir Surveillé n°4

Durée : 3 heures — Calculatrices non autorisées

e On rappelle qu’une grande attention est portée a la présentation, ’orthographe, la qualité de
la rédaction.

e En général les symboles mathématiques ne doivent pas figurer dans une phrase.

e Les objets introduits doivent étre présentés correctement.

e Les références au cours doivent étre citées, de méme que les questions précédentes si elles sont
utilisées.

e ]l est inutile de recopier l’énoncé.

e Les copies doivent étre numeérotées, leur nombre total indiqué.

e Les annotations au crayon ne sont pas prises en compte.

e Le baréme et indicatif.

e Siun éléve est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

Exercice 1. Une suite triple-récurrente (8 points)
On définit une suite (u,) par : ug =0, ug = —1, ug =7 et Vn € N : w43 = 3upp1 — 2uy,.
Un+-2
On pose pour tout n € N: X, = | upy1
Unp,

1. Déterminer une matrice A telle que: VneN X,11 = A4X,,.
1 2 4

2. Démontrer que la matrice P=| 1 1 —2 | est inversible et calculer sa matrice inverse.
1 0 1
a 1 0
3. Soit T'= P~1AP. Vérifier que T=| 0 o 0 | oll « et 8 sont des réels & déterminer.
0 0 B
4. Pour tout n € N on pose Y;,, = P~1X,,. Exprimer Y, 41 en fonction de T et de Y.
Tn
5. On note pour tout n e N: Y, = | yn
Zn
Vérifier que g = —1, yo = 2 et z9 = 1, puis déterminer les termes généraux des suites (z,),

(yn) puis (zy).
6. Exprimer X,, en fonction de P et de Y,,. En déduire le terme général de (uy).



Exercice 2. (10 points)

1. Soit « un réel strictement positif. Calculer :
z t+2 x dt
a) F(x)= / dt. b) G(z)= / _
(a) F(z) Vi T D) (b) Gl)= | Vit d)

2. Résoudre sur R* I’équation :

tt+4)y — (t+2)y =tV +4. (1)

3. Calculer t(t +4)y — (t+2)y siy =Vt + 4.
En déduire une solution particuliére de 1’équation :

tt+4)y — (t+2)y =Vt +4. (2)

Probléme. Intégrales de Wallis et formule de Stirling (19 points)

™

Pour tout entier positif n on pose : I, = /2 sin™t dt.
0

1. Calculer Iy et I;.
2. (a) Déterminer les variations de la suite (I,)pen-
En déduire que cette suite est convergente.

(b) A laide d’une intégration par parties démontrer que :
Vn e N n+2)h12 = (n+1)1,. (%)

(c) Démontrer que la suite ((n + 1)1, 1,41),cy est constante et donner sa valeur.
(d) En déduire la limite de la suite (Ip,)nen-
3. (a) Justifier que pour tout n € N:  I,,10 < I,41 < I,
En déduire que les suites (I, )nen et (In+1)nen sont équivalentes.

(b) Démontrer que : I, ~ 1/21.

2n)!
4. (a) En utilisant (*) démontrer que pour tout n € N: Iy, (2n)! =

T An(p)2 2

(b) En déduire un équivalent de (27?) lorsque n tend vers +oo, exprimé sans factorielle ni I,,.
n"\/n

emn!

5. Pour cette question on admet que la suite (u,) converge vers un réel ¢ strictement positif.

(un)2

U2n

Pour tout n € N* on pose u,, =

et en déduire la valeur de 4.

(a) Simplifier

(b) Démontrer la formule de Stirling : n! ~ 27Tn(n> .
e

6. Le but de cette question est de démontrer que la suite (u,,) converge vers un réel ¢ strictement
positif.
1
Pour ceci on pose v, = u,et2n pour tout n € N*, et on définit les fonctions f et g par :

2z a3

pov S UG P N

Vr e Ry flz)=In(l+z)—

(a) Calculer [’ et en déduire sur f est positive sur R .
(b) Calculer ¢’ et en déduire sur f — g est négative sur R, .

(c) Justifier que pour tout n > 1 :

m2 (e d(l) (e )]

(d) En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et conclure cette question.

Pour la limite de (v, — uy) on remarquera que u, < v, < V1.



