Lycée Bellevue — Toulouse 12 janvier 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°4

Exercice 1. (8 points)
1. (1 point) Pour tout n € N on peut écrire :
Uny3 g1 — 2Uy 0 3-2 Upy2
Xn+1 = | Un42 = Un+-2 = 10 0 Un+1 = AXn
Up41 Unt1 01 0 U,
Ceci en posant
0 3 -2
A=11 0 O
0 1 0

2. (2 points) On applique I'algorithme du pivot de Gauss. Par théoréme la matrice P est
inversible si et seulement si il existe une matrice () qui vérifie PQ) = I3. Cette relation
s’écrit :

1 2 4 1 00
1 1-2]o=[01 0
1 0 1 0 01
Les opérations élémentaires (Ly <— Ly — Ly) puis (Ls < Ls — L1) donnent :
1 2 4 1 00
PQ=1; <+— 0-1-6|Q=-110
0—-2-3 -1 0 1
Les opérations élémentaires (L3 < L3z — 2L5) puis (Lo < — L) donnent
1 2 4 1 0 0
PQ=1; <+— 01 6|]Q=[1-1 0
0 0 9 1-2 1
On effectue I'opération (Ls < §Ls) :
1 2 4 1 0 0 1 9 00
PQ=1, < |0 16]Q=[1-10]|=5[9-90
001 s—= & 1-2 1
Enfin on applique les opérations (L; < Ly — 4L3), (Ly < Lo — 6L3), puis (L <«
L1 — 2L2) .
1 20 1 5 8—4
PQ=1; — 010 Q:§ 3 36
0 01 1-2 1
1 00 -1 2 8
1
— |010]Q=5] 3 3-6
0 01 1-2 1
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Ceci montre que la matrice P est inversible, et que son inverse est :

1 -1 2 8

pl=_ 3 3-6

1-2 1

3. (1 point) Apres calcul on obtient :
1 1 0
T=10 1 0
0 0-2
Cette matrice est bien de la forme voulue avec « =1 et § = —2.

4. (1 point) Par multiplication & gauche par P, la relation Y, = P~!X,, équivaut a la
relation PY,, = X,,.
Soit n € N. Comme X,,; = AX, alors PY,,; = APY,, puis par multiplication a
gauche par P~! on obtient Y,,,; = P"'APY,, donc :

Y,i1=TY,.
5. (2 points) Les coefficients de Xy sont us = 7, u; = —1, ug = 0, et ceux de Y; sont zg,

Yo, 20-
La relation Yy = P~'X|, donne :

T 1 -1 2 8 7 -1

Yo :%:P71X0:§ 3 3-—6 —1 = 2

2 1-2 1 0 1
On en déduit zog = —1, yo =2 et zg = 1.
La relation Y, .1 = T, valable pour tout n € N, donne :

Vn € N Tni1l = Tp + Yn Ynt1l = Yn Zni1l = —22,

Ainsi la suite (y,,) est constante et la suite (z,) est géométrique de raison —2. Ceci
donne, pour tout n € N : y, =2, z, = (=2)™.

On a alors, pour tout n € N : z,,,9 = x, + 2. La suite (z,) est arithmétique et son
terme général est x,, = 2n — 1.

Vn e N T, =2n—1 Yp = 2 zn = (—=2)"

6. (1 point) On a vu que X,, = PY,, pour tout n € N. On obtient donc

Upt2 1 2 4 2n —1
Upt1 | =11 1 -2 2
U, 1 0 1 (—2)"

I1 suffit de calculer la derniere ligne. Elle donne :

VneN  wu,=2n-—1+(-2)"
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Exercice 2. (10 points)
1. (a) (2 points) On remarque que :

t+2 1244
tt+4) 2244t

vVt € R
Il s’agit d’une forme %, donc :
e 1/2t+4 1 x
Fw = [ A2 s s
@)= s\erm 5 (nft(t +4))) Ve
Comme z et /5 — 2 sont strictement positifs alors :

F(r) = 5 (e +4) ~ n (V5 - 2) (V5 +2)).

Finalement :

F(z) =Iny/z(x +4).

(b) (3 points) Soit u = /t. Alors t = u>.
* La fonction u +— u? est de classe C! (i.e., dérivable et de dérivée continue).
En la dérivant on obtient C‘f—i = 2u, ce qui donne dt = 2u du.
e Sit=4alorsu=2etsit=uxalors u=./r.
e Par changement de variable :

G(x)—/ﬁ 2u du _/\/5 2du
e w(ur44) o w247

On calcule ensuite :

Finalement :
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2. (3 points) On note (E) I’équation proposée et (H) I’équation homogene associée :
(H) tit+4)y —(t+2y=0
Comme (¢ + 4) est non-nul sur RY cette équation homogene équivaut a I’équation

k2
(T

Posons a(t) = ; (ttii). Comme cette fonction est continue sur I'intervalle R* alors d’apres
le théoreme fondamental la fonction F' définie dans la premiere question ci-dessus en

est une primitive. On la note plutot A. Le résultat de la premiere question donne :

VEER,  A() =In/t(t +4).

Ainsi A est une primitive de a, et comme R est un intervalle alors par théoreme les
solutions de 1'équation (H) sont les fonctions :

yo: RT — R ol AeR
t — \eA®

Ceci donne yo(t) = A\\/t(t +4) ou A est une constante.
On recherche maintenant une solution particuliere de I’équation (E). Pour ceci on utilise

la méthode de variation de la constante, ¢’est-a-dire que 'on pose y(t) = A(t)4/t(t +4)
ol A est une fonction dérivable.

On a alors y/(t) = N (t)\/t(t + 4) + M(t)—E2—=, et y est solution de (E) si et seulement

N () Jt(t +4)t(t+4) =ttt + 4.

Cette condition équivaut a :

Si:

1
N(t) = ——.
) Vit +4)
Cette fonction est continue sur I'intervalle R?, donc d’apres le théoreme fondamental

la fonction G définie dans la premiere question de cet exercice en est une primitive.
Comme une primitive est définie a une constante pres, on peut poser :

t
A(t) = arctan \g_
Ainsi la fonction définie par
t
vVt e RY y1(t) = \/t(t +4) arctan \g_

est une solution particuliere de I’équation (FE).
Les solutions de (E) sont alors les fonctions y(t) = yo(t) + y1(¢), soit :

t
y(t) =/ttt +4) ()\ + arctan \g—> avec AeR.
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3. (2 points) Siy = /t + 4 alors ¢y = 2\/1T4 donc :
1
tt+4)y — (t+2)y = —§(t+4)\/t 4.

En multipliant par —2 on obtient que la fonction ys(t) = —24/t + 4 est solution de
I’équation :

(By)  tt+4)y —(t+2y=(t+HVt+ 4
On sait que la fonction y; calculée dans la question précédente est solution de I’équa-
tion :
(Ey)  tt+4y — (t+2y=tVt+4.
D’apres le principe de superposition la fonction y3 = ys — y; est solution de I’équation :
(E3) tt+4)y — (t+2)y =4Vt + 4.
Or on cherche une solution particuliere de 1’équation

(Ey) tt+4)y — (t+2)y=vt+4.

En divisant par 4 on obtient que la fonction y, = % est une telle solution.

1 1 t Vvi+4 t
ya(t) = —Ex/t +4— Z\/t(t +4) arctan\g_ = — 4+ <2 + V/tarctan \g_>
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Probléme. Intégrales de Wallis et formule de Stirling (19 points)
1. (1 point) On calcule :

s
2

]0:/21dt:M2:W et 11:/2sintdt:[—cost] —1.
0 0 2 0 0

2. (a) (2 points) On démontre que la suite (1,,)nen est décroissante et minorée.
Soit n un entier naturel fixé.

Site [O, ﬂ alors 0 < sint < 1, donc :

v
Vt € [0, 2} 0 < sin"t' ¢ < sin"t.
Par croissance de I'intégrale :
0< /gsin"“tdt < /gsin”tdt.
0 0

Ceci est valable pour tout n donc on a démontré que :

La suite ([,)nen est minorée par 0 et décroissante, donc elle converge d’apres le
théoreme de la limite monotone.

(b) (2 points) Soit n € N fixé. On commence par expliciter I, :

™

Lyso = / *sin™*2 ¢ dt.
0

On pose u'(t) = sint et v(t) = sin""'¢. Alors u(t) = —cost et v'(t) = (n +
1) costsin™t.

Les fonctions u et v sont de classe C* sur le segment {O, g} . Le théoreme d’intégration
par parties donne :

Wl

n +/§(n+1)0052tsin”tdt.
o Jo

Lo = { — costsin
On calcule :
v =0+ (n+ 1)/05(1  sin¢)sin" ¢ dt
—(n+1) ( /O T gt — /0 T2y dt) par linéarité

=(n+ 1)L, — Lnys) = (n+ 1)L, — (n+ D) 1pa

Ceci donne :

(n+2)0=(n+1)I,.

C’est le résultat attendu.
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(¢) (1 point) En multipliant le résultat de la question précédente par I, 1 on obtient :
Vn € N (n + 2)]n+1]n+2 = (n + ]-)Inln—i-l

Ceci montre que la suite ((n + 1)I,,I,,41)nen est constante : deux de ses termes
consécutifs sont égaux.

Pour n = 0 on obtient (n + 1)I,1,,11 = Ioly = § d’apres la question 1.
On en déduit donc :

Vn eN m+nhhﬂzg.

(d) (1 point) La formule précédente peut s’écrire :

™

YneN Iy, =
ne T o)

(1)
On sait depuis la question 1 que la suite (I, ),en est convergente. Notons £ sa limite.
Par décalage la suite (1,,11)nen converge également vers £.

Par produit la suite (I,,I,,41)nen converge vers 2.

Or la suite ( converge vers 0.

2(n+1))neN
Par unicité de la limite, 'égalité (1) montre que ¢* = 0, et donc £ = 0.
En conclusion la suite (I,),en converge vers 0.

3. (a) (1 point) On sait que la suite (I,,),en est décroissante, donc :
Vn eN Lyo < Ly < 1.

Comme la suite ((n+ 1)1, [,41) est constante égale a 7 alors aucun I, ne peut étre
nul.

Mais on sait que les termes I,, sont positifs, ils sont donc strictement positifs.

Par division par I,, on obtient :

[n+2 < [n+1

M N <
n e I I,

< L

D’apres la question ¢, comme (n + 2)1,12 = (n + 1)I,, alors :

n+1 < In+1

% N <
ne n—+2 1,

< L

Or lim % = 1, donc par théoréme d’encadrement :

I,
lim +1

n—-+o0o

=1.

n

Ceci montre que les suites (I, )nen €t (I11)nen sont équivalentes.
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(b) (1 point) La formule (1) nous a donné :

e
VneN LI, =—-.
ne T+ 1)
On en déduit : - .
PPl = ——— ~ —.
n T 2n+1)  2n

Comme la suite (I,,) est positive alors /12 = I,,, donc :

i
L, ~ /—.

+oo V 2n

On a prouvé que la suite (I,,) converge vers 0, mais on en a aussi donné un équivalent.
(@)
422

On démontre par récurrence que cette proposition est vraie pour tout n € N.
Hérédité. Supposons que pour un n € N la proposition P, est vraie.

4. (a) (1 point) Pour tout n € N on note P, la proposition : Iy,

Initialisation. Pour n =0 on a [y = § = donc la proposition Py est vraie.

D’apres I'égalité de la question (2b) :

_ 2n+1
2n+2 — 2n+2 2n-

En utilisant ’hypothese de récurrence :

2n+1 (2n)!
2n + 2 4n(nl)?

2n+2 2n+1 (2n)! w
2(n+1) 2(n+1) 47(n!)? 2

T
Iyng1) = 5=

On obtient :
_ (2n+2)!

I ™
2D T g (n 4 1)1)2 2

La propriété P,,,1 est donc vraie.

L’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N.

(b) (1 point) Comme (2:) = EiT,L)); alors la relation précédente donne :

- IQn
v

Vn € N (2n>_2><4
n

s
D’ es 1 ti S ~ —
apres la question (3) o Vi

(1)
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5. (a) (2 points) On calcule, pour n € N* :

(un)®>  n*xn _ e(2n) (2,?) n

Uop e(n!)?2  (2n)2ny/2n  4n V2

D’apres la question précédente :

(up)* 1 4" /m 1

Uop, ~ 47”\/7m 2 B \ 2T

. 2
La suite (%) converge donc vers
n

1

Vor®

D’autre part la suite (u,) converge vers ¢, et comme la suite (ug,) en est extraite
alors elle converge aussi vers £. Comme ¢ # 0 la suite (%) converge vers % =/

Ceci donne :

(b) (1 point) Comme la suite (u,) converge vers \/12; alors la suite ( 27run) converge

vers 1, i.e., :

Jan

ern!  n—dtoo
On en déduit I'équivalence suivante :

n! ~ 27m(n) )
e

6. (a) (1 point) Par composition, quotient et somme la fonction f est dérivable sur R
et :

1 4 B x?
I+z (x+2)2 (z+1)(z+2)2
Cette dérivée est positive, donc f est croissante.
Or f(0) = 0 donc f est positive sur R,.

(b) (1 point) Par quotient la fonction g est dérivable sur R, et :

Vo e Ry f'(x)

Vo € R+ g’(x) _ 1<3x2<x + 1)($ + 2) — x3(2x + 3)) B xQ(SL’Q +6x+ 6)

6 (z+1)2(z + 2)2 C 6(x 4 1)2(x +2)2
Ensuite :

. oo x? z?(x? + 62+ 6) —xt
F@) =9 = e 2r s Pt 2f 6t D2+ 22

Cette dérivée est négative, donc f — g est décroissante.
Or f(0) — ¢g(0) = 0 donc f — g est négative sur R,.
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(c) (1 point) Soit n > 1. On calcule :
In u;Zl =In <(n ;22;1 1)! n€n3|—> [(
(re3)m(1+3) =1= (e 3) I (1+5) - 5]

2

=(eg) (4 3) -] = () )

Ensuite :
1
Unt1 Up1€120FD Up+1 1 1
In =In I =1n —
Up, UpeTn Up, 12(n+1) 12n

= (2 () - e ~ (0 DU G - semE)

(e D) - sy ) - D) o)

Il s’agit bien des résultats demandés.

(d) (2 points) Comme f est positive sur Ry et (f — g) est négative sur R, alors :

Up+1 Un+1
In In

Vn >1 >0 et

U, Un

<0

On en déduit 2+ > 1 et “2H < 1.

Or les suites (un) et (vn) Sont strictement positives car n > 1, donc la suite (u,)pens
est croissante et la suite (vy,)nen+ est décroissante.

On calcule ensuite, toujours pour tout n > 1 :
Uy — Uy = un(eﬁ — 1)

La suite (u,,) est positive et ﬁ > 0, donc v, — u, = 0.
Ceci montre que u,, < v,, et comme la suite (v,) est décroissante alors wu, < v;.
Ainsi : )

Vn > 1 0<vn—un<v1(em—1>

. . 1
Comme la suite (ﬁ) converge vers 0 alors la suite (v1 (e 2n — 1)) converge vers (.

Par théoreme d’encadrement la suite (v, — u,,) converge vers 0.

La suite (u,) est croissante, la suite (v,) est décroissante, et la suite (v, — uy)
converge vers 0, donc les suites (uy,,) et (v,) sont adjacentes.

Par théoreme elles convergent vers la méme limite.
En particulier la suite (u,) converge vers une limite finie.

Comme elle est croissante alors elle est minorée par u; = é Sa limite est donc
supérieure ou égale a %, et ainsi elle est strictement positive.
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