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Devoir a la Maison n°8

Partie A. Sous-groupes de R

Dans cette partie on souhaite décrire les sous-groupes de (R, +).
Pour tout a € R on note aZ = {an | n € Z}.

1. Soit @ un réel. On définit I'application f: Z — R
n — an.
Justifier que f est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (R, +).
En déduire que aZ est un sous-groupe de (R, +).
Soit H un sous-groupe de (R, +).
On suppose que H n’est pas réduit a I’élément neutre 0, et on note Hy = H NR7.
2. Justifier que H; admet une borne inférieure.
Dans la suite on note a cette borne inférieure : a = Inf H,
3. Dans cette question on suppose que a est strictement positif.
On souhaite démontrer que H = aZ.
(a) Supposons que a € H.
Démontrer qu’il existe un élément h de H tel que a < h < 2a, puis un élément A’
de H tel que a < h' < h.

Justifier que h — h' € H et en déduire une contradiction.
(b) D’apres la question précédente : a € H.

Soit b€ H et n = EJ Encadrer b — na et en déduire que b € aZ.
(¢) Conclure.

4. Dans cette question on suppose que a est nul.
On souhaite démontrer que H est dense dans R.

(a) Soit «, B deux réels tels que o < (. Justifier qu’il existe h € H tel que 0 < h <
g — a.
Soit n = {%J Démontrer que nh € H N [, 5].

(b) Conclure.

Partie B. Une application
1. Soit (G, +) un groupe additif abélien, et soit H et K deux sous-groupes de (G,+).
Onnote H+ K={h+k| he H ke K}.
Démontrer que H + K est un sous-groupe de (G, +).
2. Soit H ={n+2mm | n € Z,m € Z}. Justifier que H est un sous-groupe de (R, +).
3. Justifier qu’il n’existe pas de réel a tel que H = aZ. Que peut-on en déduire sur H 7

4. Soit a et b deux réels tels que —1 < a < b < 1. Démontrer qu’il existe deux entiers m
et n tels que arccosb < n + 2mm < arccosa.

5. En déduire que I'ensemble {cosn | n € Z} est dense dans [—1, 1].



