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Exercices de cours

@ Calculer la division euclidienne de A par B dans
les cas suivants :

a. A=X3+3X2+X-3 B=X+5
b. A=2X*4+4X3—-5X +1 B=2X2+1
c. A=3X24+6X+5 B=iX+1+i

@ L’algorithme de Horner évalue un polynéme de
degré n en un scalaire x grace a la formule :

P(.’L‘) = ( .. ((anac + an,l)x + an—z)l' 4+t aO)
a. Programmer ’algorithme de Hoérner en Python.

b. Compter le nombre d’opérations nécessaires pour
spécialiser un polynéme de degré n avec cet al-
gorithme, puis avec I’algorithme naif. Comparer
ces deux méthodes.

(3) Soit P = XT(X —3)3.

Calculer P® en utilisant la formule de Leibniz.

@ Appliquer la formule de Taylor pour :
a. P=2X?>+7X+7 en
b. Q=X%-9X%2+4+26X —24 en
QX)) =0

a= -2
a=3
Résoudre I'équation :

@ Résoudre I'équation :
2% — 2t — 623 + 1422 — 120 =0

@ Factoriser :
P=2X%4+7X%4+ X* - 14X -8X%2+7X +5

Pour ceci, trouver deux racines évidentes et déter-
miner leurs ordres de multiplicité.

@ Résoudre le systeme :
zy =24
2 +y? =173

En considérant le polynéme unitaire dont z, v,
z sont les racines, résoudre le systéme :

T+ y + 2z =1
xy + xz + yz = —16
xYz = 20

@ Factoriser le polynoéme :
P=X?—(1+6i)X — (6 — 2i)

Calculer le PGCD de A et B dans les cas sui-

vants :

a. A=X+2

b. A=4X2-1

c. A=2X3-X2-X-3
d A=X"—a"
(a,n) € K* x N*

B=6X+11
B=2X?+5X -3
B =4X?+4+4X —15
B=(X—-a)"

avec

@ Déterminer des coefficients de Bézout pour :
A=(X-4)(X-1) et B=(X-2).

@ Soit A, B, C trois polynémes non-nuls avec C'
unitaire. Démontrer que (AC)V (BC) = (AV B)C.

Travaux dirigés

Donner la forme développée du polyndéme P puis
la forme factorisée du polynéme @ avec :

2n
P=(X*+ X+ X+ 1)) (-1)Fx*
k=0
n n+1
ny_1 k n \n+2 yk
et Q=2 (erX"+ 2 (I DETX
k=0 k=1

Calculer le quotient et le reste de la division
euclidienne de A par B dans les cas suivants :

a. A=X°+1 B=X3+X?2+X+1

b. A=2X*—11X3+7X2+6X —2
B=2X%2_5X +2

c. A=X?-2X15 4+ 3X10 _4X5+5
B=X"+X?

d A=X°+iX* B=X?+1

e. A=2X3—(1+4)X2—iX —(1—1)
B=iX+1

Soit m un entier naturel, 6, a, b trois scalaires

avec a # b.

Déterminer le reste de la division euclidienne de :

a. X™ par (X — a), puis par (X —a)(X —b), puis
par (X —a)?

b. ((sin)X + cos#)™ par X2 + 1
c. X4+ X"+ 1par X2+ X +1
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On définit la fonction f sur R par :
- 223 + 722 — 20+ 5

@) =
Grace a une division euclidienne :

a. Démontrer que f possede une asymptote en oo
et en donner une équation.

b. Calculer une primitive de f.

Soit a, b deux réels et n un entier naturel. Soit
R = PQ avec :

P=(X—-a)" e Q=(X-0b"
a. Donner P*) pour tout k € N.

b. Calculer R, Simplifier son expression dans le

casoua =b.
n

c. En déduire la valeur de : 2(2)2
k=0

@ On considere les polyndémes :
A=X"— X8 —4X7+7X%+ X5 —10X*
+6X3 +3X2 —4X +1
B=X°—-X*"-2X34+2X?4+X -1
Factoriser B et démontrer qu’il divise A.

Déterminer un polynéme P de degré minimal
tel que P + 10 soit divisible par (X —2)? et P — 12
soit divisible par (X + 2)2.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur
(A1) le polynome X* 4+ X3 + AX? 4 uX + 2 est-il
divisible par (X + 2)2?

@ Factoriser dans C[X] et dans R[X] les poly-
ndmes suivants.
P=(X?2-X+1)2%+1
Po=X*"+X?2-6
P3 = X7 —125X* — 16X + 2000
Py=2X%-2X%2-9X -9
Ps=(X?+X—-4)24+(X~-1)2
Ps= X® — 4X3 + 10X2 — 13X + 6

Factoriser dans C[X] et dans R[X] les poly-
noémes suivants.

P=Xx%-1

P=X3+1

PP=X4+ X+ X3+ X2+ X +1
Pi=X*+X%2+1

P = X8—1

Soit m un entier strictement supérieur a 2 et :
P,=X"—-nX+1
a. Démontrer que P,, n’a que des racines simples.

b. Déterminer le nombre de ses racines réelles en
fonction de n.

Soit n € N. Démontrer que 1+ X + X™ n’a que
des racines simples.

Déterminer tous les polynémes vérifiant :

a. PoP=P

b. P(X?) = (X2 +1)P(X)

c. P(X+1)=P(X)

d (X+3)P(X)=XP(X+1)

e. P2 =4P

(X2+1)P"-6P =0

lw]

Soit P un polynoéme non-nul vérifiant I’égalité :
(E): P(X?*) =PX+1)P(X).

a. Démontrer que si a est une racine de P alors a”
est racine de P pour tout n € N*,

b. Démontrer que toute racine non-nulle de P est
de module 1.

c. Démontrer que toute racine de P différente de 1
est élément de 1+ U.

d. En déduire que seuls 0 et 1 peuvent étre racines
de P.

e. En déduire I’ensemble des polynomes vérifiant
Pégalité (E).

Démontrer que, pour tout P € K[X] :

—+oo
PHRI(X
PX+1)=) :#
k=0 :

Résoudre I'équation
2 — 827 +23r — 28 =0

sachant que la somme de deux des solutions est
égale a la troisieme.

Factoriser le polynome
8X3 —12X? —2X +3

sachant que ses racines sont en progression arith-
métique.
Déterminer tous les réels z, y, z tels que :

z+y+z=ay+zrz+yz=3
Soit a, b, ¢ trois scalaires et «, 3, 7 les trois
racines du polynéme P = X3 + aX? +bX +c.

a. Exprimer a4 B+, a2+ B2 +72 et o® + 3 ++3
en fonction de a, b, c.
b. Application : résoudre le systéme
r +y +2z = 1
22+ 2+ 2= 29
23+ 2+ 2= -29
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Soit A et B deux polynomes.
a. Démontrer que :

AK[X] + BK[X] = (A A B)K[X]
b. Soit C' un autre polynéme. A-t-on :
(AC)N(BC)=(AAB)C *?

Soit m et n deux entiers naturels non-nuls, soit

r le reste de la division euclidienne de n par m, et

d=nAm.

a. Soit A, B, C trois polyndémes. On suppose qu’il
existe un polynéme V tel que A+ BV + C = 0.
Démontrer que ANB=BAC.

b. Démontrer que X™ — 1 divise X" — X".
En déduire que X" — 1 est le reste de la division
euclidienne de X™ — 1 par X™ — 1.

¢. Démontrer que :

X"—DAX™ -1 =X"-DAX"-1)
puis que (X" — 1) A (X™ —1) = (X? 1),

Soit m et n deux entiers naturels non-nuls, et

d=mAn.

a. Soit a un diviseur de n. Justifier que U, C U,,.

b. Démontrer que U,, N U,, = Uy.

c. En déduire que (X" —1)A(X™—1) = (X4 —1).

Soit Ay, ..., A, une famille de polynémes pre-

miers entre eux deux & deux. Pour tout k =1,...,n
on pose : n
By =] A
i=1
itk

Démontrer que les polynémes By, ..., B, sont pre-

miers entre eux dans leur ensemble.

Polynémes de Tchebychev

Soit (P,,) la suite de polyndémes définie par Py = 1,
P =X, et pour tout n € N :

Pn+2 :2Xpn+1 - P,
a. Calculer P,, pour n compris entre 0 et 5.
b. Déterminer, pour tout n € N, le degré de P,.

c. Démontrer que :
vneN VrxelR

d. Quelles sont les racines du polynéme P, ?

cos (nx) = Py (cos )

Polynémes d’interpolation de Lagrange

Soit ag, a1, ag trois scalaires distincts et :

Py = (X —a1)(X —az)
P1 = (X — Oéo)(X — Oég)
P2 = (X — Ck())(X — al)

a. Calculer P;(«a;) pour tous ¢ et j allant de 0 & 2.

Pour tout ¢ =0,1,2 on pose : L; = P;/P;(«;)

b. Démontrer que pour tout polyndéme P de Ko[X] :
2
P = ZP(ai)Li
i=0

c. Soit fg, 81,82 trois scalaires. Démontrer qu’il
existe un et un seul polynéme de degré au plus
2 tel que pour tout i =0,1,2:  P(ay;) = b;.

d. Application : déterminer I'unique parabole pas-
sant par les points de coordonnées (—1,1), (2,1),
(4,11).
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