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MPSI — Mathématiques

Chapitre A9
Dérivation

I. Fonction dérivée

A. Dérivabilité en un point

Dans toute cette partie on note D une partie de R, f : D — R une fonction, et xq un
point de D. Ainsi f est définie en x.

f(x)—f(zo

Définitions. On dit que f est dérivable en zq si la fonction x pra— ) admet une

limite finie lorsque x tend vers x.

Cette limite est appelée dérivée ou nombre dérivé de f en xg, et notée f'(xo) :

Remarque. On dit que f admet un développement limité en xy a 'ordre 1 il existe
deux réels ag et a; tels que :

f(x) = ao+ai(x —x0) +o(x —x0)  ou f(xo+h)(§)ao+a1h+o(h)

(wo

Proposition. La fonction f est dérivable en xy si et seulement si elle admet un dévelop-
pement limité en xog a l'ordre 1. Dans ce cas ce développement limité est :

f(x) = f(xo) + f(zo)(x — z0) + o(x —x9) ou f(xg+h) 5 f(xo) + hf'(x0) + o(h)

zo
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Chapitre A9. Dérivation I. Fonction dérivée

Démonstration.

Exemple 1.
(i) Soit n un entier naturel, xy un réel. Alors la fonction f : x — a™ est dérivable en zy,
de dérivée f'(xg) = nze" L.
(7i) La fonction x +— /x n’est pas dérivable en 0, mais elle est dérivable en tout point zg
de R%.

(iii) La fonction z — 1 est dérivable en tout point de R*, de dérivée z — — 5.
(iv) En admettant que les fonctions In et exp sont dérivables I'une en 1 et autre en 0, de
dérivées 1, on démontre qu’elles sont dérivables sur leurs ensembles de définition.

Exercice 1.

Définition. On dit que f admet une tangente en x; si son taux d’accroissement en z
admet une limite ¢ € R.

Si cette limite est finie alors elle vaut f'(zo).

La tangente en z( a la courbe représentative de f est dans ce cas la droite d’équation :

Si cette limite est infinie alors la tangente en xy a la courbe représentative de f est la
droite d’équation :
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Chapitre A9. Dérivation I. Fonction dérivée

B. Propriétés locales

Théoreme. Si [ est dérivable en xq alors f est continue en xy.

Remarque. La réciproque est fausse, comme le montre ’exemple de la fonction valeur
absolue en 0.

Démonstration.

Définitions. On dit que f est dérivable a gauche, respectivement dérivable a droite, en
xo si sa restriction a D N ]—o0, x|, respectivement a D N [z, +0oo[ est dérivable en xy,

i.e., si
lim f(z) — f(x0) — lim f(z) = f(x0)
wesy T — g imel T — X

existe et est finie. On note alors f; (zo) et fj(7o) ces limites.

Exemple 2. La fonction z +— |z| est dérivable a gauche et a droite en 0, de dérivées —1
a gauche et 1 a droite. Elle n’est pas dérivable en 0.

Rappel. Un point z( est dit intérieur a D si D est un voisinage de o, donc s’il existe
e >0 tel que Jzg —e, 20 +¢[ C D.

Proposition. Soit xy un point intérieur a D.

(i) La fonction f est dérivable en xy si et seulement si elle est dérivable da gauche et a
droite en xq de méme dérivée des deux cotés. Dans ce cas :

f(wo) = fo(xo) = fa(wo)

(ii) Si la fonction f est dérivable a gauche et a droite en xq alors elle est continue en xq.
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Chapitre A9. Dérivation I. Fonction dérivée

Démonstration.

(i) Si f est dérivable en z alors par restriction elle est dérivable & gauche et a droite en
Xo, et ses dérivées a gauche et a droite en xy sont égales a sa dérivée en xg.

Réciproquement, si f est dérivable a gauche et a droite en xy de mémes dérivées

alors :
f(x) = f(z0) — lim f(x) — f(z0)

g S R A o tI =@

= fa(zo)

Ceci montre que la fonction x — %}ﬁéxo) admet une limite finie lorsque x tend vers
g, donc f est dérivable en xy de dérivée f'(xo) = f;(z0) = fi(20).

(7i) Si f est dérivable a gauche et a droite en z alors elle est continue a gauche et a droite
en xg, donc elle est continue en x. O

C. Fonction dérivée

On note dorénavant I un intervalle de R.

Définition. Soit f : I — R une fonction, A une partie de I.
On dit que f est dérivable sur A si f est dérivable en tout point de A.

On dit que f est dérivable si elle est dérivable sur [.

Si f est dérivable sur A alors la fonction

fliA—R
z — f'(z)

est appelée fonction dérivée ou dérivée de f sur A.

d
Notation. La dérivée est notée f’ ou —f

dz

D. Opérations sur les dérivées

Proposition. Soit f, g : I — R deux fonctions dérivables.
(i) Pour tout (\, 1) € R%, la fonction \f + pg est dérivable, de dérivée \f' + ng'.
(ii) La fonction fg est dérivable, de dérivée f'g+ fq'.

oo . 7/ . 7/ ey . Ve . / /
(iii) La fonction X est dérivable sur son ensemble de définition, de dérivée —5—2.

(iv) La fonction flgg;fgl :

est dérivable sur son ensemble de définition, de dérivée

Q [~ @

Démonstration. Soit xy un point de 1.

(i) Pour tout élément x de I différent de x :

A+ pg)(x) = (M + pg)(wo) _ J(@) = flwo) | Mg(l") — 9(xo)

r — Xy r — T r — X9

Comme f et g sont dérivables en xy alors par somme ce taux d’accroissement admet
A (xg) + ug'(zo) pour limite lorsque x tend vers x.
Donc la fonction (Af + pg) est dérivable en g, de dérivée \f'(xo) + pg'(zo)-
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Chapitre A9. Dérivation I. Fonction dérivée

(11) La démonstration classique a été vue dans le chapitre A3.

A Daide des développements limités : Comme f et g sont dérivables en z alors il
existe deux fonctions € et 7 tendant vers 0 en 0 telles que :

f@o+h) = f(xo) + hf'(x0) + he(h) et g(zo + h) = g(xo) + hg' (o) + hn(h)

On en déduit :

(£9) (o + h) = (£g)(wo) + h(f'(z0)g(w0) + f(w0)g (x0)) + hw(h)

ou la fonction v est définie par :

v(h) = f(xon(h)+g(xo)e(h)+h(f'(x0)g (o) + F'(zo)n(h)+ g (xo)e (k) + (= (h)n(R))

Cette fonction tend vers 0 lorsque A tend vers 0, donc fg est dérivable en x, de
dérivée f'(xo)g(zo) + f(20)g (x0).
(777) Voir démonstration plus bas, en composant g et x — %

(iv) Soit I’ 'ensemble de définition de 5, i.e., 'ensemble des points de I ol g ne s’annule
pas. Soit xy un point de I’. D’apres les deux points précédents :

Ceci est vrai pour tout g de I ou de I’, donc les fonctions concernées sont bien dérivables,
et les fonctions dérivées sont bien données par les formules ci-dessus. 0

Remarque. Nous avons démontré que ’ensemble D(I,R) des fonctions dérivables de
dans R est un anneau.

Proposition. Soit u: I — R et f: J — R deux fonctions, telles que u(l) C J. Si les
fonctions u et f sont dérivables alors la fonction f owu est dérivable, de dérivée :

Exemples.
(i) Soit g : I — R* dérivable et f : z — 1. Alors f o g est dérivable et :

(ii) Soit o un réel quelconque, et f: x +— z®. Alors f est dérivable sur R .
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Chapitre A9. Dérivation I. Fonction dérivée

(7i7) Soit u une fonction dérivable. Alors les fonctions e, Inwu, u® sont dérivables et :

Démonstration.

> Exercice 2.

E. Dérivée d’une application réciproque

Proposition. Soit I et J deux intervalles, f : I — J une fonction dérivable et bijective.
Alors la fonction réciproque f=':J — I est dérivable sur :

Sa dérivée est :

De plus f~! n'est pas dérivable auz points de J \ J'.

Sa courbe admet une tangente verticale en ces points.
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Chapitre A9. Dérivation I. Fonction dérivée

Démonstration. Soit 3o un point de J, et zg = f~*(yo). Pour tout élément y de J — {y},
comme f~! est bijective alors f~1(y) # f~(yo), donc le taux d’accroissement de f~! en
Yo peut s’écrire :

Comme f est dérivable alors f est continue, et donc f~! est continue par théoréme. Ainsi
f~Hy) tend vers f~(yo) = xo lorsque y tend vers yo. De plus f est dérivable en zy. Ainsi :

. 1 . . f(flf)—f(l’())_ /
Jim [T y) =@ et lim B (o)
Par composition de limites :
-1 .
o T w) = faw)
T T (y) — 2o
Siyo € J" alors f/'(f(yo)) # 0 donc :
-1 _ -1 1
i LW = () _ 1
Y=o Y — Yo J' (o))
Ainsi f~! est dérivable en 1, et sa dérivée est celle annoncée.

= (o) = f'(f " (w0))

Supposons maintenant que yo n’appartient pas a J', i.e., f'(f 1 (yo)) = 0. Alors f'(zo) =0
et toujours, par continuité de f~1 en yj :

—1 -1 1
lim f ) — () — lim ——
Y—Yo Y — Yo T—x0 32_7%900

Comme f est strictement monotone alors son taux d’accroissement est de signe constant,

(x)—

donc la fonction x — fTiW tend vers f’(x¢) = 0 par valeurs positives ou négatives, et
0

ainsi :
-1 -1 -1 _ £-1
fim @ =) L i W =T W)
Y=o Y — Yo Y=o Y~ %
Ceci montre que f~! n’est pas dérivable en y si yo € J', et sa courbe admet une tangente
verticale en ce point. O

Exemple 3. Dérivabilité de I'arc-sinus.
Exercice 3.

Remarque. Toutes les fonctions usuelles sont dérivables sauf :
« La fonction racine carrée qui est définie (et continue) sur R, et dérivable sur R .
 La fonction valeur absolue qui est définie (et continue) sur R et dérivable sur R*.
 Les fonctions arccos et arcsin qui sont définies (et continues) sur [—1, 1] et dérivables
sur |—1,1][.
e La fonction partie entiere qui est définie sur R, continue et dérivable sur R \ Z de
dérivée :
dir]

R\ Z — =
Ve e R\ +
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Chapitre A9. Dérivation I1. Théoremes

II. Théorémes

A. Extremum local

Définition. Soit I un intervalle et f : I — R une fonction.

La fonction f présente un maximum local en z( si elle présente un maximum sur un
voisinage de z.

La fonction f présente un minimum local en zy si elle présente un minimum sur un
voisinage de zg.

La fonction f présente un extremum local en zq si elle présente un maximum ou un
minimum local en xg.

Remarque. Un extremum est aussi appelé extremum global. Un extrema global peut ne
pas étre local, s’il est au bord de ’ensemble de définition de f.

Théoréme. Soit xy un point intérieur a I et f: I — R une fonction dérivable en xqy. Si
f présente un extremum local en xq alors f'(xg) = 0.

Définition. Un point critique de f est un zéro de sa dérivée, c’est-a-dire un point xy de
I tel que f'(zq) = 0.
Remarques.

(i) La réciproque de ce théoreme est fausse : si f'(zg) = 0 alors f ne présente pas
forcément d’extremum en xq. Par exemple f(x) = 23 en zy = 0.
Le théoreme dit que les extrema de f ne peuvent étre qu’aux points critiques.
(7i) Le théoreme est faux si xy n’est pas intérieur a I. Par exemple sin sur [0, 7].
(7ii) 11 est également faux si f n’est pas dérivable en xy. Par exemple f(z) = |z| en zy = 0.
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Chapitre A9. Dérivation II. Théoremes

Démonstration. Supposons par exemple que f présente un maximum local en xg.

Soit J = [xg — ¢, xo + ¢] un intervalle inclus dans I tel que f présente un maximum en x.

Ceci signifie que pour tout point = de J : f(x) — f(zo) < 0 et donc :

f(IL') — f('TO) >0 ot Vo € ]xmxo —|—C] f(([‘) — f(l'o)
T — 2o T — 2o

Vo € [zg — ¢, x| <0

Lorsque x tend vers xy ces deux taux d’accroissement tendent vers f'(xo) car f est déri-
vable en zy. Par théoreme de comparaison :

lim f(z) — f(zo) >0 ot lim f(z) — f(zo) <0
iesy T — o el T — X
Ainsi f'(z9) 2 0 et f'(x9) < 0 donc f'(xy) = 0. O

B. Théoréme de Rolle

On note a et b deux réels tels que a < b.

Théoréme de Rolle. Soit [ : [a,b] — R une fonction. On suppose que :
e f est continue sur [a,b]

e f est dérivable sur |a,b|

¢ fla) = f(b).

Alors il existe ¢ € |a, b| tel que f'(c) = 0.

Remarque. Toutes les hypothéses sont indispensables.

Démonstration.

B. Gonard 9



Chapitre A9. Dérivation I1. Théoremes

Exemple 4. Soit f une fonction polynomiale de degré n admettant n racines réelles
distinctes. Alors f’ admet exactement n — 1 racines réelles distinctes.

Exemple 5. Si un mobile M parcourant une droite passe deux fois par le méme point
alors sa vitesse s’annule pendant le trajet.

C. Accroissements finis

Théoréme des accroissements finis. Soit f: [a,b] — R une fonction. On suppose que :
e f est continue sur [a,b]
e [ est dérivable sur ]a,bl.
b) —
Alors il existe ¢ € |a,b| tel que :  f'(c) = M
—a
Remarques.

(i) Le théoreme de Rolle est un cas particulier du théoreme des accroissements finis. 11
lui est en fait équivalent.

(7i) Interprétation géométrique :

Démonstration.
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Chapitre A9. Dérivation

II. Théoremes

Corollaire : Inégalité des accroissements finis, version 1.
Soit f : [a,b] — R une fonction. On suppose que :
e [ est conlinue sur [a,b]
e f est dérivable surla,b|
e Il existe (m, M) € R? tel que : Vt€la,b] m< f/(t) <M
Alors :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Démonstration.

Corollaire : Inégalité des accroissements finis, version 2.
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction. On suppose que :
e f est dérivable sur I

o |f'| est bornée par un réel M, i.e., il existe M € R tel que :

Alors f est lipschitzienne sur I :

Viz,2)el  |f(z) = f(@)] < M|z — 2|

'@ <M

Démonstration de la version 2. Soit x et 2’ deux éléments de I tels que 2’ < x.

Si x = 2’ alors évidemment : |f(z) — f(2')| < M|z — 2|

Supposons que 2’ < z. Alors [z/,2] C I car I est un intervalle. Par restriction f est

continue sur [2/, z] et dérivable sur |2, z].
De plus, la dérivée de f est encadrée par —M et M.

En conséquence, d’apres 'inégalité des accroissements finis :
—M(z —2') < f(z) — f(2') < M(z —2')

De fagon équivalente :
f(z) = f(2')] < M|z — 2|

Si x < 2’ on démontre cette inégalité de la méme maniere.

Celle-ci est donc valable pour tout couple (x,z") d’éléments de I et donc la fonction f est

bien M-lipschitzienne sur I.

O

Remarque. Le théoreme de Rolle, le théoréeme des accroissements finis et la version 1 de
I'inégalité des accroissements finis ne seront plus valables pour les fonctions complexes,

alors que la version 2 le sera.

B. Gonard
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Chapitre A9. Dérivation I1. Théoremes

Exercice 4.

Exemple 6 : suite récurrente.

a. Démontrer que 1'équation 23 4+ 2 = 1 admet une unique solution a, et que celle-ci est

1

point fixe de la fonction f: 2z — 7.

b. Démontrer que la fonction f est k-lipschitzienne avec un certain k € [0, 1.

Soit (u,) la suite définie par ug = 0 et pour tout n € N: w1 = f(uy)
c. Démontrer que pour tout n € N:  |u,1 — af < klu, — af
d. En déduire que la suite (u,) converge vers a.

D. Croissance des fonctions

Théoréme. Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors :

(i) f est croissante si et seulement si [’ est positive.
(ii) f est décroissante si et seulement si f' est négative.
(iii) f est constante si et seulement si f' est nulle.

Démonstration. On démontre juste le (7). Le (ii) se démontre de la méme facon, et le (7ii)

est conséquence de (i) et (ii).

12
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Chapitre A9. Dérivation II. Théoremes

Remarques.

(1) Ce théoréme n’est valable que sur un intervalle. Exemples :

R —R g:R* — R
T —> % T —> arctanx—l—arctan%

(77) On ne peut pas énoncer un tel théoreme en remplagant «croissante» par «strictement
croissante» et «positive» par «strictement positive». Exemple : x +— 3.

Corollaire. Avec les hypothéses du théoréme ci-dessus :

(1) Si f' est strictement positive sauf en un nombre fini de points ot elle s’annule, alors
f est strictement croissante.

(ii) Si f' est strictement négative sauf en un nombre fini de points oi elle s’annule, alors
f est strictement décroissante.

Démonstration. Supposons que f’ est strictement positive sauf en un nombre fini de points
ou elle ’annule. Alors f’ est positive, donc d’apres le théoreme f est croissante.

Supposons que f n’est pas strictement croissante. Alors il existe deux éléments = et y
de I tels que = < y et f(x) = f(y). Pour tout z € [z,y], comme z < z < y alors

f(z) < f(2) < f(y) par croissance de f, et donc f(x) = f(z) = f(y). Ainsi :
Vzelzyl  flz) = f(2)

La fonction f est constante sur 'intervalle [z, y]. D’apres le (%iz) du théoréme, ceci implique
que f’ est nulle sur cet intervalle. Comme x < y alors l'intervalle [z, y] posséde une infinité
de points, ce qui contredit 'hypothese. Donc f’ est strictement croissante.

On démontre le (i) de la méme fagon. U

Corollaire du (%ii). Soit f et g deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I.
Si f'' = ¢ alors il existe un réel K tel que f = g+ K, i.e.,

Ve el flz) =g(x)+ K

Démonstration. On pose h = f — g. Par combinaison linéaire h est dérivable et :

Ve el W (z)=f'(z)—g¢(x) =0

D’apres le théoreme ci-dessous, comme [ est un intervalle alors h est constante, i.e., il
existe un réel K tel que :
Vo el h(z) = K

Cecidonne f=g+ K : Veel f(x)=gx)+K O
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Chapitre A9. Dérivation I1. Théoremes

E. Prolongement de la dérivée

Exemple 7.
(i) Dérivabilité de f(x) = y/x — arctan \/x.
(7i) Dérivabilité de g(x) = arcsine 7.
Théoréme de limite de la dérivée.
Soit I un intervalle, a un point de I, et f : I — R une fonction. On suppose que :
e f est continue sur [
o [ est dérivable sur I — {a}

o f' admet une limite { € R en a.
o o)t

— ) admet également € pour limite en a.

Alors la fonction x
En particulier :
(i) Si € est fini alors f est dérivable en a, et f'(a) = €. De plus f' est continue en a.
(ii) Si € n’est pas fini alors f n’est pas dérivable en a.
Remarques.
(i) Ce théoreme permet d’assurer la dérivabilité de f en a. Il est souvent préférable de
vérifier que la fonction x +— ! (z) ) admet une limite finie en a, puis éventuellement
de vérifier que la dérivée obtenue est continue en a.
(7i) Dans le deuxiéme cas la courbe représentative de f admet une tangente verticale au
point d’abscisse a.

Démonstration.
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Chapitre A9. Dérivation III. Dérivées successives

III. Dérivées successives

Dans toute cette partie n désigne un entier naturel.

A. Définitions

Définition. Soit f : I — R une fonction dérivable.
Si f': I — R est dérivable alors on dit que f est deux fois dérivable et on note f” = (f’)".

La fonction f” est appelée dérivée seconde de f.
On note également f©, f et f@ pour f, f et f”.

Plus généralement, soit n € N* et f : I — R une fonction (n — 1) fois dérivable.

On dit que f est n fois dérivable si sa dérivée (n — 1)-eéme est dérivable.

On note £ la dérivée de "~ et on I'appelle dérivée n-eme de f.

Notation. La dérivée n-eme de f est notée :

Définition. Une fonction f est de classe C" si elle est n fois dérivable et si sa dérivée
n-eme est continue.

Elle est de classe C*™ si elle est n fois dérivable pour tout entier n € N.
On note
e C™(I) ou C™"(I,R) I'ensemble des fonctions de I dans R de classe C"

e C®(I) ou C*(I,R) 'ensemble des fonctions de I dans R de classe C*.

Exemples.

(i) Une fonction est de classe C° si et seulement si elle est continue. On convient que
toute fonction est 0 fois dérivable.

(ii) Une fonction est de classe C! si et seulement si elle est dérivable et sa dérivée est
continue. On dit que f est continument dérivable.
Remarques.

(1) Si une fonction est dérivable alors elle est continue, donc si une fonction est n fois
dérivable alors les fonctions f, f/,..., f"~1 sont dérivables et continues.

(i1) Pour démontrer qu'une fonction est de classe C" (avec n > 1) on peut démontrer
qu’elle est dérivable et que f’ est de classe C" 1.

(iii) Si une fonction est de classe C"*! alors elle est de classe C", ce qui montre que :

On peut montrer que toutes ces inclusions sont strictes.

Exercices 5, 6.
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Chapitre A9. Dérivation III. Dérivées successives

B. Calculs et propriétés

Exemple 8.
(i) Soit  f(z) =2" avecn € N.

(ii) Soit  f(z) = (ax +b)" avec (a,b) € R*> et n €N,

(#ii) La fonction exponentielle est de classe C* et :

(iv) Les fonctions cosinus et sinus sont de classe C* et :

Exercice 7.

Remarque.

(i) On démontre dans lexercice ci-dessus que la fonction In est de classe C*. On en
déduit que la fonction x — % est de classe C*, car c’est sa dérivée.

(7i) On pourra déduire des propriétés ci-dessous que toutes les fonctions usuelles sont de
classe C*° sur leur ensemble de dérivabilité. Par exemple :

« La fonction z — /z est de classe C*° sur R’

¢ Les fonctions arccos, arcsin sont de classe C* sur |—1, 1].

Propositions. Soit f et g de classe C™. Alors
(i) f + g est de classe C* et (f + g)™ = f) 4 g,
(ii) Pour tout \ réel Af est de classe C" et (\f)™ = \f™).
(iii) fg est de classe C".
(iv) Si f et g sont composables alors f o g est de classe C".
(v) Si f est bijective de classe C" alors f~' est de classe C™ sur son ensemble de dériva-
bilité.

Tout ceci, a part les formules, est valable pour n = oco.
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Chapitre A9. Dérivation III. Dérivées successives

Démonstration. On démontre ces propriétés par récurrence sur n € N.

(i) On sait que si deux fonctions sont de classe C° (i.e., continues) alors leur somme est
continue, donc de classe C°.

De plus (f +¢)@ = f4+g= fO + ¢© donc la formule est valide. Ainsi la propriété (i)
est vraie pour n = 0.

u ns qu vrai ur un certain entier n nsidéron ux fonction
Supposons qu’elle est vraie po certain entier n, et considérons deux fonctions f est
g de classe C"*1,

Alors f’ et ¢’ sont de classe C".
Par hypothése de récurrence leur somme est de classe C" et (f' + ¢g')™ = f/(") 4 g/,

Or on sait que (f'+¢') = (f +g)’, donc on obtient (f 4 ¢)™ = £ 4 ¢'™  ce qui donne
(f +g) D = ft) 4 gHD et I'hérédité est établie.

Par récurrence, la proposition (7) est démontrée.

Une fonction est de classe C™ si et seulement si elle est de classe C™ pour tout n € N. Si f
et g sont deux fonctions de classe C* alors elles sont de classe C™ pour tout n € N, donc
(f + g) est de classe C" pour tout n € N, et ainsi (f + ¢) est de classe C*.

(77) Démonstration similaire.

(177) Cette propriété est donnée par la formule de Leibniz, voir ci-dessous.

(iv)

(v) Cette propriété est connue pour n = 0 : si f est bijective continue alors sa réciproque
est continue.

Supposons qu’elle est vraie pour un entier n. Soit f une fonction bijective de classe C"*1.
Alors f est bijective dérivable (car n + 1 > 1), donc par théoreme sa réciproque f~! est
dérivable sur I'ensemble J' des éléments y tels que f/(f~*(y)) est non-nul.

On sait également que sur cet ensemble J' :
1

—1yv
(f ) - f/ o f_l
On souhaite démontrer que cette dérivée est de classe C™.

Comme f est bijective de classe C"*! alors elle est bijective de classe C". Par hypothese
de récurrence f~! est de classe C".
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Chapitre A9. Dérivation III. Dérivées successives

Toujours comme f est bijective de classe C"*! alors f’ est de classe C™.

Par composition, d’aprés le (7v) ci-dessus, f' o f~! est de classe C"/
1

T

Par composition avec la fonction z —
classe C".

qui est de classe C*, la fonction W est de
Ceci montre que (f~1) est de classe C", et donc f~! est de classe C" .

L’hérédité est démontrée, on conclut par récurrence. ([l

Théoreme - Formule de Leibniz. Soit f, g : [ — R deuz fonctions n fois dérivables.
Alors la fonction fg est n fois dérivable et :

n

(F9) = S ) g

k=0

Démonstration. On procede par récurrence sur n.

Il est clair que la fonction produit fg est 0 fois dérivable. De plus :
0
0 _
(Ff9)” =3 <k>f““)g‘° V=71 = fg
k=0
Le théoreme est donc valide au rang 0.

Supposons qu’il est valide pour un certain entier n € N. Soit f et g deux fonctions n + 1
fois dérivables. Comme le théoreme est valide au rang n alors la fonction fg est n fois

dérivable et :
" (n
(fg)(n) _ Z <k> f(k)g(n*k)

k=0
Comme f et g sont n+ 1 fois dérivables, alors les fonctions f*) et ¢™=*) pour k =0...n,
sont dérivables (car k < n et n — k < n). Par produit et somme la fonction (fg)™ est
dérivable et :

On a utilisé la formule de Pascal, valide si on note (fl) =0et (nil) =0.
La formule de Leibniz est démontrée au rang (n + 1).
Ainsi par récurrence le théoreme est démontré pour tout entier n € N. O

Exemple 9. Calculer la dérivée 10-éme de la fonction f: R — R
T — z?cosw

Exercice 8.
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IV. Dérivation des fonctions complexes

A. Définition

On note toujours I un intervalle de R.

Définitions. Soit f : I — C une fonction, et {5 un élément de I. On dit que f est
dérivable en t, si la fonction

f(t) — f(to)

t— 1
admet une limite finie lorsque ¢ tend vers t5. On note f'(ty) cette limite, et on I'appelle
dérivée de f en ty.

t—

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point ¢y de I. La fonction

flel —C
t— f(t)

est alors appelée fonction dérivée de f sur I.

Proposition. Si f : I — C est dérivable alors f : I — C est dérivable et (f)/ = f.

Démonstration. Il suffit de remarquer que

fO—Ffto) _ (fO)—f(
(2_0(0)_(() (0)). 0

t t—to
Théoréme. Une fonction f : I — C est dérivable en un point t de I si et seulement si
les fonctions Re f et Im f sont dérivables en t. La dérivée de f vérifie alors :

viel  f'(t) = (Ref)'(t) +i(lm f)'(t)

Démonstration. Ceci est conséquence des propriétés de limites des fonctions complexes :
Une fonction f: I — C admet z = x + iy pour limite en a si et seulement si Re f admet
x pour limite et Im f admet y pour limite en a. U

Exemple 10. Dérivabilité de f: R — C
t— et
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Chapitre A9. Dérivation IV. Dérivation des fonctions complexes

Remarque. Une fonction f : I — C peut étre représentée par sa trajectoire dans le plan
complexe.

Alors f'(t) est 'affixe du vecteur vitesse de f au point d’affixe f(t). Ce vecteur dirige la

tangente a la trajectoire en ce point.

Remarque. On étend aux fonctions complexes :

¢ les dérivées a gauche et a droite

 les opérations de somme, produit et quotient

e la composition : Siu : I — Ret f: J — C sont deux fonctions a variable réelle,
dérivables, telles que u(I) C J, alors f ou est dérivable, de dérivée (fou) =u'- f' ou.

o Les classes C™ et C*°.

B. Théoréme

Remarque.

(i) Comme C n’est pas muni de relation d’ordre, les fonctions complexes ne présentent
pas d’extremum.

(7i) Le théoreme de Rolle, le théoréeme des accroissements finis ne sont plus vérifiés.

Exemple 10 (suite).
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Théoréeme : Inégalité des accroissements finis. Soit a et b deux réels tels que a < b
et f: [a,b] = C une fonction. On suppose que :

e f est continue sur [a,b],
e [ est dérivable sur |a, b,
e il existe un réel M tel que : Yt €la,b] |f'(t)| <M
Alors :
[f(b) = f(a)] < M[b— ql

Remarque. Par contre, il est faux en général que si m < |f’(¢)| pour tout ¢ € ]a, b[, alors
m|b—a| <|f(b) — f(a)|.
(b)—f(a)

Démonstration. Le nombre £ est un complexe. Soit r son module et # un de ses

b—a
arguments :
J) = I@) _
b—a
Soit ¢ la fonction définie par :
g:la,b] — C
t— f(t)e ®

Comme f est dérivable sur |a, b alors par produit g est dérivable sur cet intervalle. Sa
dérivée est : Vt € Ja,b] ¢'(t) = f'(t)e

Ceci montre que |¢'(t)| = | f'(t)| pour tout t € |a, b].

On définit les fonctions © = Reg et y = Im g, si bien que g(t) = z(t) + iy(t) pour tout
t € la,b[. Par théoreme, comme g est dérivable alors x et y sont dérivables sur ]a, b, et
x' = Re ¢'. Par propriété des complexes :

vt ela, bl  [Z'()] <19 ()] = |F(1)]

Ceci montre que 2’ est majorée par M sur |a,b[. Finalement, x est une fonction réelle,
continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, de valeur absolue majorée par le réel M. Par I'in-
égalité des accroissements finis dans le cas des fonctions réelles, on obtient :

|2(b) — z(a)] < M|b—al
Or on calcule que :

g(b) —g(a) _ 2(b) —z(a) _,y(b) —yla)

b—a b—a b—a
Comme 7 est réel alors
Y0 —yl@) _,
b—a

puis

z(b) —x(a)| |g(b)—gla)| | f(b)— f(a)

= =y =|—t" -
b—a b—a b—a
Ceci démontre bien que :
|f(b) = f(a)] < M[b— a| O
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V. Convexité

Dans toute cette partie, on note I un intervalle contenant plus d’un point.

A. Définition

Graphiquement, une fonction est convexe si toute corde de sa courbe représentative est
au-dessus de la courbe :

Lemme. Soit a et b deuz réels avec a < b. Alors :

[a,0] = {(1— Na+Xb| Ae[0,1]}

Démonstration. Laissée en exercice.

Intuitivement, un réel ¢ appartient a lintervalle [a,b] si et seulement si ¢ — a est une
portion de b — a, donc si et seulement si il existe A € [0, 1] tel que c —a = A(b—a). O

Définition. Une fonction f : I — R est convexe si :

Exemples. Les fonctions x — x, z — |z|, z — 22, x — €*, sont convexes sur R.
La fonction = — 23 ne l'est pas.

Exercice. Démontrer que la fonction carré est convexe.

Démontrer que la fonction inverse est convexe sur R

Définition. Une fonction f : I — R est concave si la fonction — f est convexe.

Ainsi une fonction concave est une fonction pour laquelle toute corde est située en-dessous
de la courbe représentative.

Exemple. La fonction x +— Inz, définie sur R, est concave.

Lemme. Soz't T1,..., Ty des éléments de I (n € N*) et \1,..., \, des scalaires positifs
tels que Z A = 1. Alors Z Aix; appartient a I.
i=1 =1
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Chapitre A9. Dérivation V. Convexité

Démonstration. Soit a = Min{z; | 1 <i < n}et b=Max{z; | 1 <i<n}.

Alors : Vi=1,...,n a<x; <b
Donc : Vi=1,...,n Aia < \x; < N\b car 0<< )\ <1
n n n
Par somme : D> Xia < N < Y Ab
i=1 i=1 i=1
n n
Donce a < Z)\ﬂ?i <b car Z)‘i =1
i=1 1=1
Or les z; appartiennent a I, donc a et b appartiennent a I.
n
Comme I est un intervalle alors [a,b] C I, et donc »  A\;z; appartient & I. U
i=1

Proposition - Inégalité de Jensen. Une fonction f: I — R est conveze si et seule-
ment si pour tout entier n strictement positif, pour tous xi...x, €éléments de I, et tous
A1,y ..oy A Téels positifs tels que Y7 N\ =1:

Démonstration. Si n = 1, alors A\; = 1, donc f(Ax1) < A f(x1).
Si n =2, alors Ay appartient a [0, 1] et Ay =1 — Ao, donc :
f()\ll'l + )\21’2) < >\1f(l’1> + /\2f(]32>
<~ f((l — )\2)551 + )\21’2) < (1 — )\Q)f(l'l) + )\Qf(l'Q)

Ainsi, la propriété pour n = 1 est vérifiée par toute fonction, et la propriété pour n = 2
est équivalente a définition la convexité.

On souhaite donc démontrer que si f est convexe alors la propriété est vraie pour tout
n > 1. On suppose donc que f est convexe et on démontre ceci par récurrence sur n.

Initialisation. Nous avons déja justifié que la propriété est vraie pour n = 1.

Hérédité. Supposons que la propriété est vraie pour un certain n € N*. Soit z1... 2,1

des éléments de I, A\; ...\, 1 des réels positifs tels que Z?:Jrll ;= 1.

Soit A= A4+ + Ay =1 — Ay,

Si A= O, alors /\1 == )\n =0et )‘n—i-l = 1, puis f(ZAzxz> = f<$n+1) = Z/\lf(xz),
i=1 i=1

donc la propriété est vraie.

Supposons que A # 0 et posons y = ’\Tlxl + -+ ’\7"9011

n

Les % sont positifs, leur somme est Z% = % = 1, donc y appartient a I d’apres le lemme
i=1

précédent, et par hypothese de récurrence :
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De plus, comme f est convexe alors :

S = N)zp +Ay) < (1= A) f(@pg1) + Af(y)

Or \y = My + -+ Ay et (1 — N1 = A\y12,41 donce par transivité de la relation
d’ordre :

f(Alxl + -+ /\nxn + >\n+1xn+1) < /\1f(x1) + -+ )\nf(xn) + )‘n—i—lf(xn—l—l)

Ceci démontre que la propriété est vraie au rang n + 1.
Conclusion. Par récurrence la propriété est vraie pour tout n € N*, O

Exercice 9.

B. Croissance des pentes

Lemme des trois pentes. Soit f une fonction convexe sur I, et x, y, z trois éléments

de I.

Six <y< zalors:

Démonstration.
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Théoréme. Soit f : I — R une fonction. Alors [ est conveze si et seulement si

pour tout a € I la fonction po: I\ {a} — R est croissante.
o [@)-f@)

Démonstration. Supposons que f est convexe. Soit a un élément de I, x et y deux éléments
de I'\ {a} tels que z < y. Trois cas possibles : a <z <y, z <a<y,ouz <y<a.

Dans le premier cas, la premiere inégalité du lemme donne p,(z) < p.(y).
Dans le second cas les deux inégalités du lemme donnent :

fla)~ f@) _ flw)~ f@) _ f) - fla)

~ AN
a—x y—x y—a

donc par transitivité p,(x) < pa(y).

Dans le troisieme cas la seconde inégalité du lemme donne p,(z) < pa(y).
Finalement dans tous les cas p,(x) < pa(y), et donc la fonction p, est croissante.
Supposons maintenant que pour tout a € I la fonction p, est croissante.

Soit x et y deux éléments de I, soit A un élément de [0, 1], et soit z = (1 — X\)z + Ay.
Démontrons que :

f(2) <A =X f(z) +Af(y) (1)

Cette inégalité est évidente si x = y (car alors z = z), si A = 0 (car alors z = x) et si
A =1 (car alors z = y). De plus on peut intervertir = et y quitte a remplacer A par 1 — A,
et donc supposer que x < y.

Siz <yetAe]0,1]alors z < z < y. La fonction p, est croissante donc :

()~ 1) _ 1) - f)

X
z—x y—

px('z) < Pz (y) puis

Z—T
Yy—x

On a donc démontré que la fonction f est convexe si les fonctions pentes sont toutes
croissantes.

Comme )\ = et z —x > 0 alors on en déduit exactement 'inégalité (1).

Ainsi s’achéve la démonstration du théoréme. O

Exercice 10.
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Corollaire. Une fonction f : I — R est concave si et seulement si pour tout a € I la
fonction p, est décroissante.

Démonstration. Il suffit de considérer g = —f et ¢, = —pa. 0

Proposition. Soit f : I — R une fonction convexe et a un point intérieur a I.
Alors f est dérivable a gauche et a droite en a, et fi(a) < fi(a).

Démonstration.

Corollaire. Soit f : I — R une fonction convexe sur un intervalle ouvert I. Alors f est
continue.

Démonstration. Comme [ est un intervalle ouvert alors tout point de I est intérieur a I,
et donc f est dérivable a gauche et a droite en tout point de I.

Ceci implique que f est continue a gauche et a droite en tout point de I, et donc f est
continue. 0

Contre-exemple.
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C. Fonctions convexes dérivables

Théoréme. Soit f: I — R une fonction dérivable.

Alors f est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante.

Démonstration. Supposons que f est convexe. Soit x et y deux éléments de [ tels que
x < y. Comme f est convexe, alors d’apres le lemme de croissance des pentes :

f) = f@) _ fly) = f@) _ f®) ~ fW)
t—x = Yy—x = t—vy

Vit € |z, y|

Comme f est dérivable en x alors le premier quotient ci-dessus tend vers f’(x) lorsque ¢
tend vers . Comme f est dérivable en y alors le troisieme quotient ci-dessus tend vers
f'(y) lorsque t tend vers y. On en déduit par théoreme de comparaison :

fy) = fl) o [y = flo)

— — < f'(y)

f'(x) <

On obtient par transitivité : f'(z) < f/(y).
Ceci étant valable pour tout (z,y) € I? tel que = < ¥, la fonction f’ est croissante sur I.
Supposons maintenant que la fonction dérivée f’ est croissante.

Soit z et y deux éléments de I, A un élément de [0, 1], et z = (1 — X\)x + Ay. On souhaite
démontrer que :

f@) <A =XNf(z)+Af(y)
On peut supposer que x < z < y, comme on ’a justifié précédemment.

Comme f est dérivable sur les segments [z, z] et [z, y] alors d’apres le théoréme des ac-
croissements finis il existe ¢ € |z, z[ et ¢y € |2,y tels que :

O =I@) ey - ID =G

z—x y—z

fler) =

Comme ¢; € |z, z[ et cg € |z,y[ alors ¢; < ¢o. Or f’ est croissante, donc f'(c1) < f'(ca).

On calcule A = 2=%, donc (1 —-A) = ==, puis (z —2) = A(y—=) et (y—2) = (1 -A)(y—2).

Comme (y — z), A et (1 — ) sont strictement positifs alors f/(c;) < f’(¢2) donne :

1) = f@) _ )~ 1)

Ay — z) =~ 1-N(y—2) donc (1 —=MN)f(2) — (1 =A)f(z) < Af(y) — Af(2)

puis  f(2) < (1=A)f(z)+Af(y)

La fonction f est donc convexe. Le théoreme est démontré. 0
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Corollaire. Soit f : I — R une fonction deux fois dérivable.

Alors [ est convexe si et seulement si sa dérivée seconde est positive.

Démonstration. En effet la fonction f” est croissante sur l'intervalle I si et seulement si
sa dérivée f” est positive. O

Corollaire. Une fonction dérivable sur I est concave si et seulement si sa dérivée est
décroissante.

Une fonction deux fois dérivable sur I est concave si et seulement si sa dérivée seconde
est négative.

Exemple 11. Les fonctions z — x, x — 22,  — €%, z — chz sont convexes sur R.
La fonction z % est convexe sur R et sur R*.
La fonction x + Inx est concave sur R7.

La fonction z — /= est concave sur RY, et méme sur R;.

Théoreme. La courbe représentative d’un fonction convexe dérivable est au-dessus de
toutes ses tangentes.

> Exercice 11.

Remarque. De méme, la courbe représentative d’un fonction concave dérivable est en-
dessous de toutes ses tangentes.

Exemple. Pour tout x e R: e* >z + 1. Pour tout x € R} : Inz <z — 1.

> Exercice 12.
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