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Chapitre B8
Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C. On appelle scalaires ses éléments.

I. Espaces vectoriels

A. Définitions

Un espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel est un ensemble E dont les éléments sont
appelés vecteurs, muni de deux opérations

+:ExFE — FE et - KxE —FE
(u,v) — u+v (A u) — Au

appelées addition et multiplication par un scalaire, satisfaisant les propriétés suivantes :

« [’addition est commutative : V(u,v) € E? utv=v+u
« L’addition est associative : V(u,v,w) € B3 (u+v)+w=u+ (v+w)
o [l existe un vecteur de E noté O et appelé vecteur nul, vérifiant :
Yu e FE u+0g=0g+tu=u
» Tout vecteur v de E/ possede un opposé noté —u, satisfaisant :
u+(—u) =(—u)+u=_0g
Onnote v—u aulieude v+ (—u).
La multiplication par un scalaire vérifie :
VL) €eK2 Yue B (Ap)u = A(uu)
VI, p) eK? YueE (A + pu = Au+ pu
VAeK VY(u,v) € E?  AMu+v)=u+ v

Yue FE Ixu =u

Remarques.
(1) L’addition est une loi de composition interne alors que la multiplication par un scalaire
est une loi de composition externe.
(77) Les quatre premiers points signifient que (F, +) est un groupe abélien.
Ainsi un espace vectoriel est un triplet (E,+,-) ou (E,+) est un groupe abélien et -
est une loi vérifiant les propriétés ci-dessus.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels

1. Espaces vectoriels

Propositions. Pour tout (u,v) € E? et tout (\, n) € K? :

(i) N0g = Op

(7ii) (—1lg)u = —u
(iv) (A — p)u = Au— pu
(v) Mu—v)=Au— v

Proposition. Soit u € E et A € K. Alors :

ou u=0g)

OIS

tr

1tio

ns

B. Gonard



Chapitre B8. Espaces vectoriels I. Espaces vectoriels

B. Espaces vectoriels de référence

» Espace vectoriel des n-uplets a coefficients dans K :

K" ={(z1,...,2,) | Vi=1,....,n z; € K} (n € N)
Si z=(21,...,2,) y=(y1,-.-,yn) et AXeK alors:

r+y=(T1+y,. T+ Yn) et A= (Azq, ..., A\xy,)
Opposé : —x = (—x1,...,—x,) Vecteur nul : Og» = (0,...,0)

Exemples. R? R3 maisaussi K!=K K°= {0}

« Espace vectoriel des matrices de taille (n,p) a coefficients dans K :

M, (K) (n, p € N¥)
Si A= (aij)iéign B = (b”)iiﬁ; et AeK alors:

A+ B = (az-j + bij) %222 et AN = ()\aij) EEZ

N\
ININ
S

Opposé : —A = (_az‘j)liiin Vecteur nul : 0y, &) = Onp = (0)1<i
1sisp

1<

« Espace vectoriel des polyndémes a coefficients dans K :

K[X]

+00 +oo
Si P:Zaka Q:Zkak et A€ Kalors:
k=0

k=0
“+o00 —+o00
P+Q=> (ar+b)X* et AP=) X"
k=0 k=0
+00 +oo
Opposé : —P = Z—aka Vecteur nul : Og(x] = ZOKXk = Ok
k=0 k=0

B. Gonard 3



Chapitre B8. Espaces vectoriels 1. Espaces vectoriels

» Espace vectoriel des applications de €2 dans K :

K® ou F(Q,K) (€ est un ensemble non-vide)

Si f et g sont deux applications de €2 dans K et A € K alors on définit :

f+¢:Q —K et A:Q —K
x — f(z)+g(x) r — A f(x)

En d’autres termes :

VeeQ  (f+g)(e)=flx)+gx) et (A)(x) = A(f(2))

Opposé : —f est 'application x — — f(x) Vecteur nul : Oge est 'application z — Ok

Exemples.
- RE est I'espace vectoriel des applications de R dans R, aussi noté F(R,R).

- RN est I'espace vectoriel des suites indexées par N & valeurs dans R.
Si (Up)nen et (Vn)nen sont deux suites et A un scalaire alors

(un)nGN + (Un)nGN - (un + Un)nEN et )\<un)n€N - (/\un)nEN

- R% avec Q = {1,...,n} est naturellement identifié & 1’espace vectoriel R".

o Produit cartésien de deux K-espaces vectoriels :

Soit E et I deux K-espaces vectoriels. Le produit cartésien des ensembles E et F est :
ExF={(x,y)| e Fetye F}

Il est un K-espace vectoriel si on le munit des opérations suivantes :

Pour tous (x,y), (/,y') éléments de £ x F' et A scalaire on pose :

() + (@) = (@ +2"y+y) et Aa,y) = Az, \y)

Opposé : —(z,y) = (—z, —y) Vecteur nul : Opyr = (0g,0F)

o Produit cartésien de n espaces vectoriels :

Plus généralement, si (E;);—1_._, est une famille d’espaces vectoriels sur K, alors
Elx---xEn:HEi

est un K-espace vectoriel, muni des opérations évidentes d’addition et de multiplication
par un scalaire termes a termes.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels 1. Sous-espaces vectoriels

II. Sous-espaces vectoriels

A. Définition
Définition. Soit £ un espace vectoriel sur K. Un sous-espace vectoriel de £ est une partie
F de F non-vide, stable par addition et par multiplication par un scalaire, i.e., telle que :

V(u,v) € F? u+veF
Yue ' YAeK Au € F

Proposition (Caractérisation des sous-espaces vectoriels). Un ensemble F' est un
sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

(i) FCFE
(iii) V(u,v) € F*? VA eK AMu+v€EF
Démonstration. Si F' est une partie non-vide de E alors elle contient un vecteur u. comme
Ok € K alors Ogu € F', donc O € F.

Le reste se démontre facilement. O

Remarque. Pour démontrer qu'un ensemble I’ est un sous-espace vectoriel de E on utilise
la caractérisation plutot que la définition.

Proposition. Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors F' est un espace vectoriel.

Démonstration. Comme F' est stable par les lois d’addition et de multiplication par un
scalaire de F, alors par restriction ces lois donnent des lois :

+:FXF—=F et KX F—=F

Comme elles vérifient les axiomes de définition d’un espace vectoriel dans E alors elles
vérifient aussi ces lois dans F. U

Remarque. Pour démontrer qu'un ensemble E est un espace vectoriel, il est souvent
plus facile de vérifier qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de référence,
comme R", F(I,R), RY ou R[X].

Définition. Soit uy, us,...,u, des éléments de E et A, \o, ..., \, des scalaires. Alors le
vecteur
AUy + Aoug + -+ -+ A\uy,

est appelé combinaison linéaire des vecteurs uy, us . .. U,.

Remarques.

(1) Une combinaison linéaire de plusieurs vecteurs d'un espace vectoriel est élément de cet
espace vectoriel, car un sous-espace vectoriel est stable par addition et multiplication
par un scalaire.

(77) Un sous-espace vectoriel de E est une partie non-vide de F stable par combinaisons
linéaires.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels I1. Sous-espaces vectoriels

B. Exemples

Remarque. Quel que soit l'espace vectoriel E, les ensembles {0z} et E sont deux sous-
espaces vectoriels de F.
Exemples géométriques.

(i) Soit @ un vecteur non-nul de R?. L’ensemble des combinaisons linéaires de u est

I’ensemble :
{M | N e R}

Il s’agit de la droite passant par l'origine, de vecteur directeur .
C’est un sous-espace vectoriel de R2.

(ii) Soit @ et ¥ deux vecteurs de R3. L’ensemble des combinaisons linéaires de @ et ' est
I’ensemble

{Mi+pv | (A p) € R}

Si 4 et ¥ ne sont pas colinéaires alors il s’agit du plan contenant 'origine, dirigé par
les vecteurs @ et v.

Remarques.

(i) Les sous-espaces vectoriels de R? sont {Ogz}, les droites passant par Ogz = (0,0) et
R? tout entier.

(i) Les sous-espaces vectoriels de R? sont {Ogs}, les droites passant par Ogs = (0,0, 0),
les plans contenant Ogs, et R? tout entier.

Exemple 1. R,[X] est un sous-espace vectoriel de R[X].

Exemple 2. C°(R, R), I'ensemble des fonctions continues de R dans R, est un sous-espace
vectoriel de F(R,R). De méme pour C", C*, etc.

Exercices 1, 2, 3.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels IT. Sous-espaces vectoriels

C. Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition. Soit (F;);cr une famille de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.

Alors N F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel

Démonstration.

D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel, et F = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de
E. On note Vect (F) I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de F :

Proposition. L’ensemble Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E.

Définition. Si F est une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E alors I’ensemble
Vect (F) est appelé sous-espace vectoriel de E engendré par F.

Exemples.
(i) Dans E = R? :

F'=Vect (u) est

G = Vect (u,v) est

(7i) Dans F = K[X] :

Vect (1, X) = Vect (1) = Ky[X] =




Chapitre B8. Espaces vectoriels I1. Sous-espaces vectoriels

(iii) Dans E = My(K), soit :

10 01 00 00

Alors :
Vect (E117 EQA) = Vect (1711 E]Q, JE22) =
Vect (B, Eay, Eg) = Vect (E11, Erg, Eo, E) =

Démonstration de la proposition.

Remarque. L’espace vectoriel engendré par ’ensemble vide est le plus petit espace vec-
toriel possible :

Vect (9) =

> Exercice 4.
Exemple 3. Soit E=R?® u=(1,3,1) v=(-1,-1,0) w=(0,4,2).

Quel est le sous-espace vectoriel F' de E engendré par u, v, et w?
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Chapitre B8. Espaces vectoriels 1. Sous-espaces vectoriels

Remarques. Soit F et G deux familles finies de vecteurs de E et w un vecteur de E.
(i) Si  w € Vect (F) alors Vect (FU{w}) =

(i)Si  FCG alors.  Vect (F)

Propositions. Soit F une famille finie de vecteurs de E. Alors :
(1) Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F.
(7i) Vect (F) est lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant F.

Remarque. Le point (i) signifie : Soit F une famille finie de vecteurs de E et G un
sous-espace vectoriel de E. Alors :

Démonstration. (77) Soit F' I'intersection des sous-espaces vectoriels de E contenant F :

F-= (N @
Gsevde E
FCG

Comme Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E contenant F, alors F' C Vect (F).

Pour démontrer 'inclusion réciproque, choisissons un élément u de Vect (F) :
U= AUy + -+ AUy,

ou les \; sont des scalaires et les u; appartiennent a F.

Les u; appartiennent alors a tous les sous-espaces vectoriels G de F contenant F. Comme
ceux-ci sont des sous-espaces vectoriels, ils sont stables par combinaison linéaire et donc
contiennent tous u. Ainsi u est élément de F'.

On en déduit que Vect (F) C F', puis par double inclusion F' = Vect (F).

(i) Nous savons que Vect (F) est un sous-espace vectoriel contenant F. D’apres ce qui
précede, il est clair que si G est un autre sous-espace vectoriel de E contenant F alors
Vect (F) C G, car Vect (F) est 'intersection de tous les tels sous-espaces vectoriels.

Ceci signifie que Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F. O
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Chapitre B8. Espaces vectoriels ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels

II1I. Sommes de sous-espaces vectoriels

A. Somme

Remarque. En général F'U G n’est pas un sous-espace vectoriel de E, comme le montre
I’'exemple de deux droites non confondues de R2.

Notation. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On note F'+ G 'ensemble des
sommes d’un élément de F' et d’un élément de G :

Proposition. Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors F' + G est un sous-
espace vectoriel de E.

Définition. Le sous-espace vectoriel F'+ G de F est appelé somme de F' et de G.

Démonstration.

(i) Si F' et G sont inclus dans E, alors tout élément u de F' et tout élément v de G est
élément de E. Comme celui-ci est stable par addition, car c¢’est un espace vectoriel,
alors u +v € E. Ceci montre l'inclusion /' +G C E.

(77) Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors ils contiennent Og. Or
Og =0g + 0g, donc 0 € F 4+ G.

(iii) Soit wy et wy deux éléments de F'+ G et A un scalaire. Alors il existe (uy,uz) € F? et
(v1,v9) € G? tels que wy = u; + vy et wy = uy + v9. Par les propriétés des opérations
sur les espaces vectoriels :

Awy + we = Muy +v1) + (uz + v2) = (Mg + ug) + (Avg + vg)

Comme F' est un sous-espace vectoriel alors Au; + us € F, comme G est un sous-
espace vectoriel alors A\v; + v € G, donc \wy + wo € F'+ . Ainsi F' 4+ G est stable
par combinaisons linéaires.

Finalement, ' 4+ G est un sous-espace vectoriel de F. O

Remarques.
(i) La somme F' + G contient F' et G :
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Chapitre B8. Espaces vectoriels ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels

(77) Pour tout sous-espace vectoriel F' de F :

F A

I

Op} = F+FE= F+F =

I
—~

Exercice 5.

Exemple 4. Soit £ = R?, 4, = (1,1,0), ty = (0,2,1), F = Vect (u;) et G = Vect ().
Donner une équation de F' + G.

Remarque. Si F et G sont deux familles de vecteurs de E alors :

Vect (F) 4 Vect (G) =

B. Somme directe

Définition. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.

On dit que F' et G sont en somme directe ou que la somme F + G est directe si tout
élément de F' + G s’écrit de maniere unique comme somme d’un élément de F' et d’'un
élément de G.

Proposition. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont en somme directe si et seulement

Démonstration.
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Exercice 6.

C. Supplémentaires

Définition. Deux sous-espaces vectoriels F' et G d'un espace vectoriel E sont dits sup-
plémentaires si tout élément de E s’écrit de facon unique comme somme d’un élément de
F et d’'un élément de G :

Exemple 5. Soit
E=R* F={(z,0)| 2 € R} = Vect (7) G=1{(0,y) | y € R} = Vect (7).

Alors F' et G sont supplémentaires.

Notation. Si F' et GG sont supplémentaires alors on note :

Exemple 6. Soit £ = R? puis
F={(2,9,0)| (v,9) eR*} =Vect (1,]) G ={(0,y,2) | (y,2) € R?} = Vect (], k).

Alors F = F 4+ (G mais cette somme n’est pas directe.

Théoréme. Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si et seule-
ment si E=F+ G et FNG ={0g} :

Démonstration. Conséquence des deux parties précédentes. ([l

Remarques.
(i) Il est possible d’avoir F = FF& G = F & H avec G et H différents.
Dans ce cas G est un supplémentaire de F', et H en est un autre.
Pour cette raison il est incorrect d’écrire le supplémentaire de F', il faut écrire un
supplémentaire de F'.
(71) Dans tous les cas : E = E @ {0g}.
(7ii) 11 ne faut pas confondre supplémentaire et complémentaire.

En effet le complémentaire d’'un sous-espace vectoriel n’est jamais un sous-espace
vectoriel, car il ne contient pas Og.

Exercice 7.
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IV. Familles de vecteurs

Dans toute cette partie E/ désigne un espace vectoriel sur K.

A. Familles génératrices

Définition. Soit F = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E. On dit que la famille F
est génératrice de F si E = Vect (F).

Exemple 7. Parmi les familles suivantes de vecteurs de R3 :
F1=1((1,0,0),(0,1,0)) F>=1((1,0,0),(0,1,0),(2,0,0))
F3 =((1,0,0),(0,1,0),(0,1,1)) Fi=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,0))
Fs =1((1,0,0),(0,1,0),(2,0,0), (0,0, 1))

Celles qui sont génératrices de R? sont

Proposition. Si (uy,...,u,) est génératrice de E et si u, est combinaison linéaire des
vecteurs uy, . .., u,—1 alors la famille (uq, ..., u,—1) est génératrice de E.
Démonstration. Comme u,, est combinaison linéaire des vecteurs uy, . .., u,_; alors il existe

des scalaires o, ... a,_ tels que :
Up = QU1 + -+ Op_1Up—1

Comme la famille (uy,...,u,) est génératrice de E alors pour tout u de E il existe des
scalaires Aq,..., A, tels que :
U= Aug + -+ A,

Ceci donne :
u= (A + Xpa)ugr + -+ (A1 + Apap_1)up_g

Ainsi tout vecteur u de E est combinaison linéaire des vecteurs uq, ..., u,—1 et donc que
la famille (uy,...,uy—_1) est génératrice de E. O

Proposition. Soit F et G deux famille de vecteurs de E telles que F C G.

Si F est génératrice de E alors G est génératrice de F.
Démonstration. En effet, si F C G alors Vect (F) C Vect (G).

Donc si E = Vect (F) alors E C Vect (G) C E, donc E = Vect (G) et G est génératrice de
E. U

Exemple 8. Donner une famille génératrice de :
(i) F ={(z,y) € R? | 3z + 2y =0}.
(ii) G = {(z,y,2) € R? | 2z — by + 42 = 0}

Exercice 8.
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Proposition. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et F un famille génératrice de F'.
Alors F est invariant par opérations élémentaires sur les vecteurs de JF.

Plus précisément, si F = (uy,...,u,) alors :
e Pour tout (i,j) € {1,...,p}2 aveci # j et a € K :

F = Vect (ug, ..., u_1,u; + Quj, Uiy, ..., Up)
e Pour touti € {l,...,p} et \ € K* :
F = Vect (ur, ..., U1, \Uj, Uig1, . ., Up)
e Pour tout (i,7) € {1,... ,p}2 avec i < j :

F = Vect(uy,...,uj, ..., U,...,up)
() @)

Démonstration. Soit F’ la famille obtenue par opération élémentaire sur les élément de
F, et F' = Vect (F').

On vérifie que F' C Vect (F) et F C Vect (F').

Par propriété ceci implique F' C F et I C F’, donc F = F’. O

Proposition. Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. Si F est une famille géné-

ratrice de F' et G est une famille génératrice de G, alors FUG est une famille génératrice
de F'+ G.

Démonstration. On note F = (uq,...,u,) et G = (vy,...,v,). Comme F est une famille
génératrice de F' et G est une famille génératrice de GG alors

F={Mui+-+XNu, | (A\,...,)) €K}
et G={mvr+- -+ peg | (1,...,p,) €Ki}
Par définition : F + G ={u+v | (u,v) € F x G}
Donc F'+ G = { \jug + -+ + My + pavr + - -+ pgvg | (A1, ooy Mgy las -+, f1g) € KPFO}

= Vect (uy, ..., up, v1,...,0,)
= Vect (FUG)
Ceci montre bien que la famille F U G est génératrice de F' + G. 0J
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B. Familles libres

Définitions. Soit F = (uy, ..., u,) une famille de vecteurs de £. On dit que la famille F
est libre si :

Dans ce cas on dit aussi que les vecteurs uq, ..., u, sont linéairement indépendants.

Si la famille F n’est pas libre, on dit qu’elle est liée, ou que les vecteurs uy, ..., u, sont
linéairement dépendants.

Proposition. Une famille est liée si et seulement si un de ses vecteurs est combinaison
linéaire des autres.

Démonstration.

Exemple 7 (suite).

Parmi les familles F; a JF5 celles qui sont libres sont

> Exercices 9, 10.
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Proposition. Soit uy,...,u,1 des vecteurs de E.
(1) St la famille (uy, ..., ups1) est libre alors la famille (uq, ..., u,) est libre.
(1t) Si la famille (uq, ..., u,) est liée alors la famille (uy, ..., uy41) est liée.
(1i1) Sila famille (uq, ..., u,) est libre alors la famille (uy, . .., uyy1) est liée si et seulement
81 Upyq est combinaison linéaire de uq, ..., u,.

Démonstration. La propriété (i) est conséquence de la propriété précédente, la propriété
(1) est la contraposée de la propriété (ii).

Démontrons la propriété (7ii).
Supposons que la famille (ug,...,u,) est libre et que la famille (uy, ..., uy11) est liée.
Alors il existe (A1, ..., A\py1) € KPTL\ {Ogp+1} tel que Ajug + -+ + A\pp1tpr1 = Op.

Si App1 = 0 alors \juy + -+ -+ \u, = O, ce qui implique A} = --- = A, = 0 car la famille
(u1,...,up) est libre. Mais la famille (Ay,...,A\,41) est supposée non-nulle, donc on ne
peut avoir A,y1 = 0.

Ainsi Ap+q # 0, donc upyq = Z(— /\;\jrl )ui, i.e., Upy1 est combinaison linéaire de uy, . . ., u,.
i=1

Réciproquement, si la famille (uy,...,u,) est libre et u,;; est combinaison linéaire de

Uy, ..., u, alors la famille (uq, ..., u,41) est liée d’apres la proposition précédente. O

Proposition.

e La famille vide est libre.

e Soit u un vecteur de E. Alors la famille (u) est libre si et seulement si u est non-nul.

e Soitu et v deux vecteurs de E. La famille (u,v) est libre si et seulement si aucun des
deuz vecteurs n'est colinéaire a l'autre.
En d’autres termes, la famille (u,v) est liée s’il existe X € K tel que u = v ou sl
existe A € K tel que v = \u.

Proposition. Une famille de polynomes non-nuls de degrés distincts est libre.

Démonstration. Soit (P;);—o.., une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts.

Quitte a permuter les polynémes P; on peut supposer qu’ils sont de degrés strictement
croissants.

Soit (Ai)i=o,..» une famille de scalaires telle que : Z)\ZPZ- = Ok[x]
i=0

Supposons que cette famille n’est pas la famille nulle. Il existe alors un indice m maximal
tel que A, est non-nul, et donc :

m m— )\

> AP = Oky] puis -3 /\*

i=0 1=0
Comme la famille (Fp,..., P,) est de degrés strictement croissants alors les degrés de
B, ..., P,_1 sont strictement inférieurs a celui de P,, donc :

m—1 y .
deg <_Z;\ZPZ> <max{degP; | i=0...m—1} <degP,

i=0
Ceci est une contradiction, donc la famille (\;);=o.. ., est nulle, et ainsi la famille (P,)oci<n
est libre. O
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Définition. Une famille (P, ..., P,) de polyndémes est dite de degrés échelonnés si la
suite (deg P;)i=o..n, est strictement croissante.

Corollaire. Une famille de polynomes non-nuls de degrés échelonnés est libre.

Exemple 9. Soit £ = R, et fi, fo, f5 les trois vecteurs de F définis par :
Vr e R fi(z) =cosx fo(x) =sinx f3(x) = cos (:Jc-l-g)

Alors la famille (f1, f2) est libre.
Exercice 11.
C. Bases

Définition. Soit F = (uy,...,u,) une famille de vecteurs de E. On dit que la famille F
est une base de E si elle est libre et génératrice.

Exemple 7 (suite).

Parmi les familles F; a JF5 les bases sont

Théoréme. Soit B = (u1,...,u,) une base de E et u un vecteur de E.
Alors 1l existe un unique n- uple (M ) de scalaires tel que :
U= )\lul + - Ay

Définition. On appelle coordonnées de u dans la base B ce n-uplet.

Démonstration.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels IV. Familles de vecteurs

Proposition. Soit B = (uq,...,u,) une famille de vecteurs de E. Si pour tout u € E il
existe un unique n-uplet (A\1,...,\,) de scalaires tel que u = Ajuy + -+ - + Ayu, alors B
est une base de E.

Démonstration. La famille B est génératrice car tout vecteur de E est combinaison linéaire
de ses vecteurs.

Démontrons qu’elle est libre. Soit (Aq,...,A,) un n-uplet de scalaires tel que :

A1u1+—0—)\nun:OE

Par hypothese Og s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire des wu;. Or :
OKU1+"'—|—OKU” :OE

Par unicité on obtient :

A== =0k
Ceci montre que la famille B est libre.
La famille B est libre et génératrice de F donc c’est une base de F. 0

Exemple 10. Dans E = R? on pose :
B =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) By =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) u=1(9,3,7)
Alors les deux familles By et By sont des bases de E.

Quelles sont les coordonnées de u dans ces bases?

Exercice 12.

D. Base canonique

Définition. Soit £ = K". Pour : = 1,...,n on note ¢; le vecteur ne contenant que des 0
sauf un 1 en i-eme position :

Alors la famille B, = (eq, ..., e,) est une base de K", appelée base canonique de K.

Les coordonnées du vecteur u = (aq,...,a,) dans cette base sont (aq,...,a,).

Définition. Soit F = K, [X], ou n € N. Alors la famille

est une base de F, appelée base canonique de K,,[X].

n
Les coordonnées du polynome » arX* dans cette base sont (ap, ..., an).

k=0
Définition. Soit £ = M,,(K). On note E;; la matrice ne contenant que des zéros, sauf
un 1 en position (i, 7).
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Chapitre B8. Espaces vectoriels IV. Familles de vecteurs

La famille (E;;|1<i<n,1<j<p) est une base de E, appelée base canonique de
M., (K).

Exemple. La base canonique de My(R) est (E11, F1a, Fa1, Fas).

Les coordonnées de A = < 03

4 —
6) dans cette base sont

Remarque. Les espaces vectoriels RY et R® n’ont pas de base canonique.
Exercices 13, 14.
E. Dimension

Définition. Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille généra-
trice finie.

Théoreme.
(1) Si un espace vectoriel est de dimension finie alors il admet une base.
(7i) Dans ce cas toutes ses bases ont le méme cardinal.

Définition. On appelle dimension de E et on note dim £ le cardinal de ses bases.
Remarque. La démonstration et la suite au chapitre B10 : dimension.

Exemple 11. Les espaces vectoriels K", K, [X] et M,,,(K) sont de dimensions finies, et :

dim K" = dim K, [X] = dim M,,,(K) =

F. Extension aux familles infinies

On note toujours E un espace vectoriel sur K.

Définition. Soit £ une partie de E. Une combinaison linéaire d’éléments de £ est une
combinaison linéaire d’'un nombre fini d’éléments de £.

Exemple. Tout polynéme de K[X] est combinaison linéaire d’éléments de {X K ’ keN }

Définition. Soit £ une partie de F.
On note Vect (£) I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de £.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels IV. Familles de vecteurs

Proposition. Pour toute partie £ de E [’ensemble Vect (£) est un sous-espace vectoriel

de F.

Démonstration. La démonstration est identique au cas ou la partie £ est finie. On remarque
que la somme de deux combinaisons linéaires d’éléments de £ est une combinaison linéaire
d’éléments de &, car I'union de deux ensembles finis est un ensemble fini. O

Remarques.

(i) Comme pour le cas fini, Vect (€) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
£, ou l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant &.

(77) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On dit que &£ est une partie génératrice de F' si
F = Vect (£).

Notation. Soit I un ensemble infini.

(i) On note K! 'ensemble des familles de scalaires indexées par [ :
K'={(N)ier | Vie I X\ €K}

(ii) On note K I'ensemble des familles presque nulles de scalaires indexées par I, c’est-
a-dire des familles dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Remarque. Si A\ = (\;)cr est une famille de K’ alors le support de A est I'ensemble des
indices ¢ pour lesquels \; est non-nul. C’est une partie de I.

Ainsi les familles presque nulles sont les familles & support fini.
Exemples.

(i) Dans le cas ou I = N : une suite (A, )nen est presque nulle si et seulement si elle est
nulle a partir d’un certain rang.
(71) On peut définir 'ensemble K[X] par :

K[X] = { S apX* ‘ (ar)ren € K<N>}
keN
Définition. Soit £ une partie de F
(7) On dit que & est libre si toute famille finie d’éléments de & est libre.
(77) On dit que & est liée si elle n’est pas libre, ce qui signifie qu’il existe une famille finie
d’éléments de € linéairement dépendants.

Exemple 12. Pour tout a € R’ on pose f,(x) = a”.
Démontrer que la famille 4 = { fal ac Ri} est une famille libre de F(R, R).

Remarque. Comme dans le cas fini, une base de E est une famille & = (e;);c; libre et
génératrice de F.

Dans le cas ou [ est infini, tout vecteur s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire
d’éléments de cette famille, ce qui donne en terme de familles presque nulles :

Yu e FE El‘()\z)zel S K([) u = Z)\,el

el
Les \; sont toujours appelés coordonnées de u dans la base £.

Exemple. La famille {X b ‘ keN } est une base de K[X], appelée base canonique de
K[X].
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V. Sous-espaces affines

On note toujours E un espace vectoriel.

A. Définitions

Définition. Soit a un vecteur de E. La translation de F de vecteur a est I'application :

Propositions.
(i) Pour tous vecteurs a etb de E : t,ot, =t,ot, =t.1y

(ii) La translation t, est bijective de réciproque t_,.

Définition. Un sous-espace affine de E est un sous-ensemble de la forme :

ou a est un élément de E et F' est un sous-espace vectoriel de E.

Remarques.

(1) Ainsi le sous-espace affine A = a + F est I'image du sous-espace vectoriel F' par la
translation de vecteur a : A = t,(F)

(ii) Tout singleton {a} avec a € I est un sous-espace affine de £, appelé point de E.
L’image d’un point par une translation est un point.
On peut donc additionner un point et un vecteur, la somme est un point :
Si A est un point et @ est un vecteur alors B = A + u est le point tel que @ = E
On constate que tout élément de F peut étre considéré comme un point ou un vecteur.

Exemple 13.
(i) Soit E = R?. Alors la droite A d’équation y = 2z — 5 est un sous-espace affine.
En effet on peut poser F' = Vect ((1,2)) et a = (0, —5), alors A =a + F.

Plus généralement, les sous-espaces affines de R? sont les points du plan, les droites
du plan, et le plan tout entier.

(ii) De méme les sous-espaces affines de R? sont les points, les droites, les plans et 'espace
tout entier.
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Chapitre B8. Espaces vectoriels V. Sous-espaces affines

Proposition. Soit a et b deuzx points de E, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Sia+F=b+G alors F =G etb—a € F.

Remarque. En conséquence le sous-espace vectoriel définissant un sous-espace affine A
est uniquement déterminé.

Par contre le point a peut étre remplacé par n’importe quel point de A.

Définition. Si A = a+ F' est un sous-espace affine de E alors on dit que F est la direction
de A, ou que A est dirigé par F.

Démonstration.

B. Exemples

Proposition. Soit S un systéme linéaire de n équations a p inconnues.

Soit Sy le systéeme linéaire homogéne associé.

a;j1xry + - + A1pTp = b1 anry + -+ A1pTp = 0

S: Shi

Ap1T1 + -+ + AppTp = by An1T1 + <+ + apprp = 0
Alors l’ensemble des solutions de S est un sous-espace affine de KP.
Sa direction est 'ensemble des solutions du systéme homogéne Sy,.

Exemple 14. Résolution du systeme linéaire :

T+ 3y —22=5
20 + 5y — z=4
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Chapitre B8. Espaces vectoriels V. Sous-espaces affines

Démonstration. Notons F' I’ensemble des solutions du systeme linéaire homogene S},.

En utilisant la caratérisation on démontre que F' est un sous-espace vectoriel de K?.

En effet I est inclus dans KP?, il contient son vecteur nul, et il est stable par addition et
multiplication par un scalaire.

Supposons que S est non-vide. Il admet alors au moins un élément x = (x4,...,2,), qui
est solution de S.

Siy=(yp,...,y,) est une solution de S} alors par addition = + y est une solution de S,
donc x + F C S.

Réciproquement, soit y = (z1, ..., r,) une solution de S.

Par soustraction y — z = (y1 — x1,...,y, — xp) est solution de Sj,, donc appartient a F.

Ory=xz+ (y—x) doncy € x+ F, et on en déduit que S C x + F.
Ainsi S =z + F : S est un sous-espace affine de KP. O

Proposition.

(1) Soit I un intervalle de R, a et b deuz fonctions continues définies sur I. Alors l’en-
semble des solutions de ’équation différentielle :

y —a(t)y = b(t)

est un sous-espace affine de F(I,R) l'ensemble des fonctions de I dans R.
Sa direction est [’ensemble des solutions de [’équation différentielle homogéne associée.

(ii) Soit a, b, c trois réels, et d : R — R une fonction continue sur R. Alors [’ensemble
des solutions de [’équation différentielle

ay” + by’ + cy = d(t)

est un sous-espace affine de F(R,R), de direction ’ensemble des solutions de l’équa-
tion différentielle homogéne associée.

Remarque. Dans les deux cas ci-dessus, I’ensemble des solutions s’écrit :

S={vi+y| yweS}=un+S

ou y; est une solution particuliere de I'équation différentielle et S, est ’ensemble des
solutions de I’équation homogene, lequel est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des
fonctions de I ou de R dans R.
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C. Intersection de sous-espaces affines

Proposition. Soit A =a+ F et B =0+ G deux sous-espaces affines de E, avec a, b
points de E et F', G sous-espaces vectoriels de E.

Alors Uintersection AN B est :
e soit vide

e soit un sous-espace affine de direction FNG.

Démonstration. Supposons que A N B est non-vide. On note ¢ un élément de A N B.
Démontrons qu'alors AN B =c+ FNG.

Soit d € AN B. Comme ¢ € AN B alors ¢ et d sont deux points de A et de B, donc
d—ceFetd—ceG, puisd—ce FNG,etdoncd e c+ FNG.

On a démontré que ANB Cc+ FFNG.
Pour démontrer I'inclusion réciproque, notons d un élément de ¢ + F N G.
Alors il existe w € F NG tel que d = ¢ + w.

Comme ¢ € A alors il existe u € F' tel que ¢ = a+wu. Ainsid = a+u+w, avec u+w € F,
donc d € A.

De méme on démontre que d € B, donc d € AN B.
On en déduit c+ FNG C AN B, et par double inclusion ANB=c+ FNG O

> Exercice 15.
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