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Chapitre A10
Développements limités

I. Généralités

Dans toute cette partie on note D une partie de R telle que 0 € D.
A. Définition

Définition. Soit f : D — R une fonction, n un entier naturel. On dit que f admet un
développement limité en 0 a l'ordre n s’il existe des scalaires ¢y, cq, ..., ¢, tels que :

Remarque. On peut aussi écrire :

Exemples. (i) Développements limités en 0 du sinus (voir figure 1).

(ii) Développement limité de — en 0.
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Chapitre A10. Développements limités

1. Généralités

FI1GURE 1 — La fonction sinus et ses premiers développements limités.

1
1

(iii) La fonction x — /x n’admet pas de développement limité en 0 & 'ordre 1.

B. Propriétés
Proposition. Une fonction [ admet un développement limité a ['ordre n = 0 en 0 si et

seulement st elle admet une limite finie en 0. Cette limite est alors cy.

Démonstration. La fonction f admet un développement limité en 0 si et seulement si il
existe un réel ¢y tel que f(x) = ¢y + e(x), ou € est une fonction admettant 0 pour limite
[l

en 0. Ceci équivaut a lin% f(z) = ¢g, donc f admet une limite finie en 0.
T—
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Chapitre A10. Développements limités [. Généralités

Propositions. Supposons que f est définie en 0.

(1) La fonction f admet un développement limité a l'ordre 0 en 0 si et seulement si elle
est continue en 0. Si c’est le cas alors co = f(0).

(ii) La fonction f admet un développement limité a l'ordre 1 en 0 si et seulement si elle
est dérivable en 0. Si c’est le cas alors c; = f'(0).

Remarque. Ceci ne se généralise pas aux ordres supérieurs.

Par exemple I'existence d’un développement limité a ’ordre 2 n’implique pas la dérivabilité
seconde de f.

Exercice 1.

Démonstration.

(i) D’apres la propriété précédente, la fonction f admet un développement limité a I’ordre
0 en 0 si et seulement si liII(l) f(z) = co.
T

Si f est définie en 0 ceci revient a la continuité de f en 0 avec f(0) = co.
(7i) Supposons que f admet un développement limité a 'ordre 1 :

f(z) =cy+cax+xe(x) avec e(zr) — 0.

z—0

Alors f(0) = ¢, et

f(x) = f(0) _
xi_o =C +€(ZE) (E——>0> C1.
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = ¢;.
Réciproquement supposons que f est dérivable en 0 et posons () = %{;(0) — 1/(0).

Alors € —>0 et f(z) = f(0) + f'(0)x + ze(z), ce qui montre bien que f admet un
développement limité en 0 a 'ordre 1. 0

Proposition (Troncature d’un développement limité). Supposons que f admet en
0 le développement limité suivant :

flx)=co+cax+-- +cpa” + a"e(x) avec lir% e(z) =0.
T—

Soit k un entier k tel que 0 < k < n. Alors f admet en 0 le développement limité suivant
a lordre k :

f@) =co+ax+ -+ qa” + atey(x) avee glclgtl) e2(2) = 0.

Démonstration. On écrit :

f(x) =co+ 1z 4 -+ cpaF + a* (ck+1:L‘ + Cppoa® + ey 4 x"‘ks(x)).

Soit £2(7) = 1T + Cpao? + -+ + P + 2" Fe ().
Alors lir% go(x) = 0, donc f admet bien un développement limité en 0 a Uordre k, celui-ci
T—

est la restriction du développement limité a l'ordre n. 0
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Chapitre A10. Développements limités I. Généralités

Proposition (Unicité d’un développement limité). Si f admet un développement
limité en 0 a l'ordre n alors ce développement limité est unique.

Démonstration.

Proposition (Parité des développements limités). Soit [ une fonction admettant
un développement limité en 0. St f est paire alors ce développement limité est de la forme :

Si f est impaire alors ce développement limité est de la forme :

Démonstration.
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Chapitre A10. Développements limités I. Généralités

Définition. Soit f une fonction admettant un développement limité en 0. Soit p I'indice
du plus petit coefficient non-nul de ce développement limité. On peut alors écrire

f(zx) (?) 2P(ag + a1z + -+ + apz™ + o(z™))

avec ag # 0. Cette écriture est la forme normalisée du développement limité de f en 0.

Proposition. Le développement limité ci-dessus implique [’équivalence : f(x) g)aoxp
De plus le signe de f(x) au voisinage de 0 est le signe de agz?.

C. Développements limités des fonctions usuelles

Théoréme. Les développements limités suivants en 0 sont valables pour tout n € N.

Exemple 1. Développement limité de (1 + z)* pour a =0, 1, 2, 3, —1, 1.

> Exercice 2.
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Chapitre A10. Développements limités IT. Calculs de DL

II. Calculs de développements limités

A. Opérations

Exemple 2.

(i) Développement limité de €3* en 0 a l'ordre 4.

(11) Développement limité de In(1 — x) en 0 a l'ordre 5.
(iii) Développement limité de ;== en 0 a Pordre 5.

(iv) (Addition de DL) Développement limité de e” + €** en 0 & I'ordre 4.
(v) (Multiplication de DL) Développement limité de e* cosz en 0 a ordre 4.

Exercices 3, 4, 5.

Exemple 3.
(i) Développement limité de 32— en 0 & l'ordre 3.
(77) Développement limité de In(2 — z) en 0 a l'ordre 3.
Exercice 6.
Exemple 4.
(i) Développement limité de exp(2x — z?) en 0 a ordre 4.
(77) (Composition de développements limités) In(cosz) en 0 a l'ordre 5.

(iti) (Quotient de développements limités) —— en 0 a l'ordre 5.

(iv) Développement limité de tanz en 0 a l'ordre 5.
Exercice 7.

Remarque : manipulation des petits o.

32%) = o(x?) +o(z?) = 22+ 2%) =
o(5#) = @) +ols") = ) =

zto(z?) = o(xt)o(x?) = !+ o(z?) =
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Chapitre A10. Développements limités II. Calculs de DL

B. Primitivation

Théoréme (Primitivation de développements limités). Soit f une fonction déri-
vable sur un intervalle I contenant 0. On Suppose que [’ admet le développement limité
a lordre n :

f'(x) 50 +cx+ -+ e +o(a").

Alors f admet le développement limité suivant a lordre n + 1 :

5(32 xn-i—l
f@)=f0)+cor+c1—=+-+cp + o(z™*h)

(0) 2 n+1

Démonstration.

Exemple 5. Démonstration de la formule du développement limité de In(1 + x).

Exemple 6.
(i) Développement limité de la fonction arcsin en 0 a l'ordre 5.
(i1) Développement limité de la fonction arctan en 0 a 'ordre 2n + 1.
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Chapitre A10. Développements limités I1. Calculs de DL

C. Formule de Taylor-Young

Lemme (Formule de Taylor-Young en 0). Soit n un entier naturel et f une fonction
de classe C™ en 0. Alors f admet le développement limité :

Exemple 7. Cas n =0, 1, 2.

Démonstration.

Corollaire. Toute fonction de classe C* sur un intervalle I admet un développement
limité a tout ordre en tout point de I.

Exemple 8. Démonstration des formules donnant les développements limités des fonc-
tions exponentielle, sinus, cosinus, et z — (1 4 z)°.
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Chapitre A10. Développements limités III. DL en un point quelconque

III. Développement limité au voisinage d’un point quelconque

Définition. Soit D une partie de R, a un point de D. Soit f : D — R une fonction, n un
entier naturel. On dit que f admet un développement limité en a a 'ordre n s’il existe
des scalaires ¢y, cy, ..., c, tels que :

Remarques.

(1) De fagon équivalente :

Ou encore, pour tout h tel que a+h € D :

(7i) Les propriétés d’unicité et de troncature sont toujours valables.

Théoréme (Primitivation de développements limités). Soit f une fonction déri-
vable sur un intervalle I, et soit a un point de I. Supposons que [’ admet le développement
limité a l'ordre n :

f'(z) (:)co +ei(z—a)+ -+ cp(x—a)" +o((z —a)").

Alors f admet le développement limité suivant a l'ordre n + 1 :

f(a) + Co(x — CL) + clLa)Q 4+t CnM + O((:l: _ a)nJrl)_

f(@) 2 n—+1

(@

Théoréme (Formule de Taylor-Young). Soit f une fonction de classe C" en a. Alors
f admet le développement limité :

(x —a)?

f(@) = f(a) + f(@)(@ — a) + f"(a)

(a)

Méthode. Pour obtenir un développement limité d’une fonction au voisinage d’'un point
a, on pose h = x — a et on calcule un développement limité de f au voisinage de h = 0.
Exemple 9.

(i) Développement limité de L au voisinage de a = 2 & 'ordre 2.

(7i) Développement limité de e” au voisinage de a = 4 a 'ordre 2.
(iii) Développement limité de cosx a I'ordre 3 en a = 3.

Exercices 8, 9.
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IV. Applications

A. Calculs de limites

Exemple 10.

x? T COST — sinx

(i) lim—0 (i) lim

=0 x — In(1 + x) x3

Exercice 10.

B. Tangentes

Remarque. D’aprés la formule de Taylor-Young, si f est de classe C? en a alors :

f"(a)
2

f(@) = f(a) + f(a)(z —a) + (z —a)* +o((z — a)?).

a)

—

Ceci montre que le développement limité d’une fonction a 'ordre 1 donne la tangente a
la courbe. Le terme suivant donne la position de la courbe par rapport a cette tangente.

Exercices 11, 12.

C. Développement asymptotique

Définition. Un développement asymptotique d’une fonction est un développement limité
en oo, obtenu en posant h = i

Il peut contenir des termes non polynomiaux.

Exemple 11.

222 +5
(i) Développement asymptotique de f(x) = ’ ++3 en +oo a l'ordre 1.
T

(i7) Comportement asymptotique de u,, = {/n.
Exercices 13, 14.

Proposition : Formule de Stirling.

Exemple 12. On peut en déduire le développement asymptotique suivant :

In(n!) =
(n)(+oo)

Exercice 15. Donner un équivalent en +oo de (2:)
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