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Chapitre B10
Dimension

I. Dimension d’un espace vectoriel

A. Définition et existence

Définition. On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille
génératrice finie.

Lemme 1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, L une famille libre de E, et G
une famille génératrice de E. Alors Card(L) < Card(G).

Démonstration. Soit m = Card(L), p = Card(G). On raisonne par 1’absurde en supposant
que m > p. On note :

L= (v1,...,0p) et G = (uy,...,up)

Sous-lemme 1. Soit k un entier tel que 0 < k < p — 1. Supposons que la famille

Gr = (U1, .oy Uy Uk 1, - -+ Up)
est génératrice. Alors il est possible d’intervertir les vecteurs ugiy,...,u, de facon a ce
que la famille
Grt1 = (V1, -+, Uk, Upt1, U2, - - -, Up)

soit génératrice.

Démonstration du sous-lemme 1. Supposons que la famille G, est génératrice.

L’élément v, existe car kK + 1 < p < m. Il est élément de F, qui est engendré par la
famille Gy, donc il existe des scalaires Ay ... A\g et pgy1 ... 1, tels que :

Ups1 = AUL + o+ AUk + fpgp1Upsr + 0+ ply
L’un des p; est non-nul, sinon on aurait
0= XANvy + -+ AUk — Vg1

ce qui contredirait le fait que la famille (vy, ..., vy,,) est libre.

Ainsi il existe un entier j tel que p1; est non-nul. Quitte a intervertir les indices des u;, on
suppose que g1 7# 0. On a alors :

Up+1 = — (AMvr + oo+ AUk — Uk + HhpaUppe + 0+ fpty)

Hi+1
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Chapitre B10. Dimension I. Dimension d'un espace vectoriel

Ceci montre que u; 1 est combinaison linéaire des éléments de G, 1. Or les autres éléments
de Gy sont évidemment combinaisons linéaires des éléments de Gy, car ils appartiennent
a cette famille. Ainsi G, C Vect (Gy41) et donc par propriété :

Vect (Gr) C Vect (Gra1)
Ceci donne E C Vect (Gy41), puis E = Vect (Gg.1) car 'inclusion réciproque est évidente.
Ainsi famille G, est génératrice de E. Le sous-lemme est démontré. O

Suite de la démonstration du lemme 1. On pose Gy = G. Grace au sous-lemme on peut
intervertir les indices des éléments de G, de facon a ce que la famille

gl = (U17u27 s 7up)
soit génératrice. En appliquant encore plusieurs fois le sous-lemme on construit par récur-
rence finie une suite (Gy)1<k<, de familles génératrices de E.

Finalement, pour & = p, on obtient que la famille
Gy, = (v1,...,0p)

est génératrice. Or m > p, donc le vecteur v,y existe. Il est élément de E donc il existe
des scalaires Aj,..., A, tels que :

Upt1 = A101 + -+ + Ay

Ceci est impossible car la famille (vy,...,v,,) est libre.
Cette contradiction montre que m < p. O
Lemme 2. Tout espace vectoriel de dimension finie possede une base.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit N I’ensemble des
cardinaux de toutes les familles libres de E.

Alors N est une partie de N. Elle est non vide car elle contient 0, puisque ’ensemble
vide est une famille libre. Comme FE est de dimension finie, alors il admet une famille
génératrice, de cardinal m. D’apres le lemme précédent, toute famille libre est de cardinal
inférieur & m. Ceci montre que N est majorée.

Ainsi N est une partie non-vide et majorée de N, donc elle admet un maximum, que ’'on
note n.

Comme n € N alors il existe une famille libre £ = (ey, ..., e,) d’éléments de E.

Le sous-lemme ci dessous montre que cette famille est une base de E, et donc E possede
bien une base. O

Sous-lemme 2. Une famille libre mazimale de E est une base de E.

Remarque. Une famille libre £ est maximale si pour tout v € E la famille £ U (u) est
lie, i.e., 'ajout de tout vecteur lui fait perdre sa liberté.

Dans le cas ci-dessus toute famille de la forme £U (u) est de cardinal n+ 1. Comme n est
la maximum de N alors la famille £ U (u) ne peut étre libre.
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Démonstration du sous-lemme 2.

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors toutes les bases de E
ont méme cardinal.

Définition. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension de E et
on note dim F le cardinal de ses bases.

Démonstration. Si E est de dimension finie, alors d’apres le lemme 2 il posseéde une base
B. Soit n le cardinal de cette base.

Soit B’ une autre base de E, et n’ son cardinal. Comme B est génératrice et B’ est libre,
alors d’apres le lemme 1 n’ < n. Comme B est libre et B’ est génératrice, alors toujours
d’apres le lemme 1 n < n'. Ainsi n =n/.

Finalement toutes les bases de E sont de cardinal n. O

B. Exemples

Exemples fondamentaux.
(1) L’espace vectoriel R™ est de dimension n, car la base canonique (ey,...,e,) est de

cardinal n :  dimR" =n

(7i) L’espace vectoriel {0} est de dimension nulle, car la famille vide en est une base :
dim {0} = 0

(17i) L’espace vectoriel K, [X] est de dimension n + 1, car la famille (X Flo<k < n) en
est une base.

(iv) L'espace vectoriel M,,,(K) est de dimension np.

(v) Les espaces vectoriels R[X], RY et R¥ ne sont pas de dimension finie (démonstration
pour RY page 8).

B. Gonard 3



Chapitre B10. Dimension I. Dimension d'un espace vectoriel

Remarque. L’ensemble C est :
e un C-espace vectoriel de dimension 1, de base (1),
» un R-espace vectoriel de dimension 2, de base (1,1).

Ainsi la dimension d’un K-espace vectoriel dépend du corps K. On note donc parfois
dimg F la dimension du K-espace vectoriel E. Par exemple :

dim(c C=1 et dimR C=2

Définitions. Un espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle, un espace
vectoriel de dimension 2 est appelé plan vectoriel.

Exemples.

(i) Soit I un intervalle, a une fonction continue. L’ensemble des solutions de I’équation
différentielle homogene :

y'(t) —a(t)y(t) =0
est une droite vectorielle de C' (I, R).

En effet cet ensemble est {Ayo | A € R} ol yo(t) = e*® avec A une primitive de a.
La fonction yg est bien non-nulle.

(ii) Soit a, b, ¢ trois réels, a étant non-nul. L’ensemble des solutions de I’équation diffé-
rentielle homogene :
ay//(t) + by (1) + ey(t) = 0
est un plan vectoriel de C*(R, R).
En effet cet ensemble est de la forme { ay; + Bys | (o, 3) € R?*} on y; et yo sont, selon

les cas :
Yy (t) = ettt Yo (t) = et avec A\ # Ay
on (t) = e () =t
ou  y(t) =e"cosvt  yo(t) =e"sinvt  avec v #0

On vérifie dans chaque cas que la famille (y;,y2) est libre.

(17i) Soit a, b, ¢ trois scalaires, a étant non-nul. L’ensemble des suites vérifiant la relation
de double-récurrence linéaire :

Vn €N AUpio + Dtpiq + cu, =0

est un plan vectoriel de KY.

En effet cet ensemble est de la forme { a(v,) + B(w,) | (o, ) € R?} ou les suites (v,,)
et (w,) sont, selon les cas :

Uy = A} Wy, = Ay avec  A; # Ay
n

ou Up = A} Wy, = NAY avec Ao # 0

On vérifie dans chaque cas que la famille (v, w) est libre.
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Proposition (dimension d’un produit). Soit E et F' deux espaces vectoriels sur K.
Si E et F sont de dimensions finies alors E x F est de dimension finie, et :

Exemple. Soit n et p deux entiers naturels. Alors il existe un isomorphisme naturel :

R* x RP| —
(1, ), (Y1, Yp))

Nous verrons qu'un isomorphisme conserve la dimension, ce qui justifie ici que :
dim (R" x R?) =n +p = dimR" + dim R?

Démonstration. On suppose que E et F' sont de dimensions finies, que I'on note n et p.
Alors E et F admettent des bases. On choisit une base (ey,...,e,) de E et une base

(fis-o ) de F.
On rappelle la définition :

ExF={(uv)| ue E veF}
On définit la famille (gx)1<k<nip de vecteurs de E x F par :

g1=(e1,0p) ... gn=(en,0p) g1 =0, f1) - Gotp = (Op, fp)

En d’autres termes :
VE=1,....,n gr = (ex, OF) et Vi=1,...,p Gn+j = (0m, f;)

Démontrons que cette famille est libre et génératrice de & x F.

Premierement, la famille (eq,...,e,) est génératrice de E et la famille (f1,..., f,) est
génératrice de F, donc :

ExF={(u,v)| ueFE velF}
:{()\161+"'+)\n€n7lu’1fl+”'+lu’pfp)‘ (Alva)\n)EKn (Mla"‘JMP>GKp}

On peut alors écrire :

ExF={(\e1+ -+ e, i fi + -+ A fp) | (M-, Angp) € KPP}
{ Aer + o+ e, 0p) + (0, Anr fi + -+ Xp o) | (Ao Angyp) € Kn+p}

(
{M(er, 0p) 4+ - + Au(en, 0r) + A1 (0g, f1) + - + X (0m, f)]
(At Angp) € KPP

= {)‘191 +---t Angn + /\n+lgn+1 + )‘n—l—pgn—I—p | (/\17 sy )‘n—i-p) € Kn-i—p}
= Vect (917 -y 9ns Ont sy - - 7gn+p)

Ceci montre que la famille (g;)1<k<ntp est génératrice de £ x F.
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Soit maintenant (Aq, ..., A\,4p) des scalaires tels que :

)\191 + -+ Angn + /\n+lgn+1 + -+ >\n+pgn+p = OEXF
Ceci donne :
(Mer+ -+ en, A f1 + -+ Mgpfp) = (05, 0p)
On en déduit :

Ater+ -+ Ae, =0 et Antr i+ A fp = OF
Comme les familles (eq,...,e,) et (fi,..., f,) sont libres alors :

La famille (gi)1<k<n+p est donc libre.

Elle est libre et génératrice de E x F' donc c¢’est une base de E x F', et comme elle contient
n + p éléments alors £ x F' est de dimension n + p. 0

Proposition (dimension d’un produit fini d’espaces vectoriels).
Soit Ey, ..., E, une famille de p espaces vectoriels, ot p € N.

Si tous les E; sont de dimensions finies alors leur produit est de dimension finie et :

dim (Ey X -+ x E,) = dim By + - - - + dim E,

Corollaire. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p un entier naturel. Alors
’espace vectoriel EP est de dimension finie, et cette dimension est : dim(E?) = pdim E

Exemple. Comme K est de dimension 1 sur K, on retrouve : dim K" = n.
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C. Théorémes

Théoreme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors :
(i) Toute famille génératrice posséde au moins n éléments.
(ii) Toute famille libre posséde au plus n éléments.
(1ii) Si G est une famille génératrice possédant n éléments alors G est une base.
(iv) Si L est une famille libre possédant n éléments alors L est une base.

Remarque. On résume les propriétés (7ii) et (iv) en disant que toute famille génératrice
minimale est une base, et toute famille libre mazimale est une base.

Démonstration. Soit B une base de E. Alors Card B = dim £ = n.

(1) Soit G une famille génératrice. Comme la famille B est libre alors Card B < Card G
d’apres le lemme 1. La famille G possede donc au moins n éléments.

(11) Soit £ une famille libre. Comme la famille B est génératrice alors Card £ < Card B
d’apres le lemme 1. La famille £ posséde donc au plus n éléments.

(717) Soit G une famille génératrice de cardinal n. Si G n’est pas libre alors 'un de ses
éléments est combinaison linéaire des autres, et donc la famille G privée de cet élément
est génératrice. Or elle est de cardinal n — 1, ce qui contredit le (3). Ainsi la famille
G est libre, et donc c’est une base de E.

(iv) Soit £ une famille libre de cardinal n. Alors £ est libre maximale donc d’apres le
sous-lemme 2 elle est une base de E. O

Exemple 1.
(i) Soit u; = (2,1) et ug = (1,2) deux vecteurs de R?.
Alors la famille B = (uy, us) est une base de R?.

(7i) La famille ((X — 3)k ‘ E=0.. n) est une base de R, [X].
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(iii) L’espace vectoriel RY n’est pas de dimension finie.

Théoreme de la base extraite. De toute famille génératrice finie d’un espace vectoriel
on peut extraire une base.

Démonstration. Si une famille génératrice finie n’est pas libre, alors un de ses éléments est
combinaison linéaire des autres, donc la famille privée de cet élément reste génératrice.

On peut retirer des éléments tant que la famille est liée, elle reste génératrice. On obtient
finalement une famille libre et génératrice, donc une base. ([l

Théoreme de la base incomplete. Toute famille libre d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie peut étre complétée en une base.

Démonstration. Soit £ = (vy, ..., v,,) une famille libre de E, espace vectoriel de dimension
finie n. Comme E est de dimension finie alors il admet une base. Soit B = (uy,. .., uy)
une base de E.

Alors B est une famille génératrice de E. Par récurrence finie, en appliquant le sous-lemme
1 on obtient que, quitte a intervertir les éléments de B, la famille

B, = (U17...,Um,um+1,...,un)
est génératrice de E. Comme elle est de cardinal n, d’apres la propriété (7i7) du théoreme
ci-dessus c’est une base de E.

La famille £ a bien été complétée en une base de E. O

Remarque. On a démontré que de plus la famille libre peut étre complétée en choisissant
des vecteurs dans une famille génératrice donnée.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels

A. Dimension d’un sous-espace vectoriel

Théoreme. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Alors :

(i) F' est de dimension finie
(i7) dim F' < dim F
(177) dim F' = dim E si et seulement si F' = E.

Démonstration. Soit n = dim E.

(1) Soit N l'ensemble des cardinaux des familles libres de F'. Alors N est une partie de

N non-vide, majorée par n car les familles libres de F' sont des familles libres de E.
Ainsi N admet un maximum, que ’on note p.
Soit £ une famille libre de F' de cardinal p. Alors cette famille est maximale, donc
d’apres le sous-lemme 2 elle est une base de F'. Elle est a fortiori génératrice de F,
donc F' est de dimension finie, cette dimension est égale a p.

(77) Une base de F' est une famille libre de cardinal p, elle est libre dans E, donc p < n.

(1ii) Si E = F il est clair que leurs dimensions sont égales : n = p.
Supposons que F' est un sous-espace vectoriel de E tel que dim F' = dim E. Soit B
une base de F'. Alors B est une famille libre d’éléments de F, dont le cardinal est égal
a la dimension de E, donc par théoréme B est une base de E. Ainsi Vect (B) = E, et
comme Vect (B) = F alors E = F. O

Corollaire. Soit ' et G deux sous-espace vectoriels d’un espace vectoriel E. Si F C G
et dim F' = dim G alors FF =G

Exercice 1.

B. Sous-espaces supplémentaires

Théoréme. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

(1) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors il existe un sous-espace vectoriel G sup-
plémentaire de F, i.e., tel que E = F ® G.

(ii) Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Soit (uy, ..., uy,) une base de
F et (v1,...,v,) une base de G. Alors la famille B = (uy, ..., Up,V1,...,0,) est une
base de L.

(iii) Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. Alors :
dim £ = dim F' + dim G
(iv) Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que :
dim £ = dim F + dim G et  FNG={0g}

Alors F' et G sont supplémentaires.
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Définition. Dans la situation du () on dit que la base B = (uy, ..., Up,v1,...,0,) est
adaptée a la somme directe £ = F & G.

Démonstration.

(i) Comme F' est un sous-espace vectoriel de E et E est de dimension finie, alors F' est

de dimension finie, et donc F' admet une base.

Soit (u1, . .., uy,) une base de F'. Alors cette famille est une famille libre de E. D’apres
le théoreme de la base incompleéte il existe une famille (vy, ..., v,) telle que la famille
B = (u1,...,Un,v1,...,0,) est une base de £. On note :

G = Vect (vy, ..., vp)
Démontrons que £ = F & G. Premiérement :

F+ G = Vect (uy, ..., un)+ Vect (vy,...,0,)
= Vect ((ug, ..., Um) U (v1,...,7p))

= Vect (uy, ..., Un,v1,...,0)

=F
Deuxiémement, si u est un élément de F'NG alors il existe deux familles (Aq, ..., \y)
et (p1,. .., pp) de scalaires tels que :

U:)\111,1—|—...—|-)\mum:lulful_|_...+lupvp
Ceci montre que :
AU+ -+ AUy, + (—,U,l)vl 4. 4 (_,Up)Up =0g

La famille B est libre donc les scalaires A; et p1; sont tous nuls. Ainsi u = Og.

Ceci montre que F'NG = {0g}.

Finalement nous avons démontré que £ = F+G et FNG = {0g}, donc par propriété
E = F @ G : les sous-espaces vectoriels F' et GG sont supplémentaires.

(71) On note B = (uy, ..., Upm, V1, ..,V,). Démontrons que cette famille est libre.

Soit (A1, ..y Ay i1, - - -, itp) des scalaires tels que :
)\1U1+"'+>\mum+M1U1+"'+MpUp:OE

Alors :

Aug -+ AUy, = — U1 — - — U
Ce vecteur est élément de F' et de G, donc il est nul, car F' et G sont en somme
directe. Ainsi, les familles (ug,...,uy) et (vi,...,v,) étant libres, tous les scalaires
ALy oo Am, [, - - - i sont nuls, et la famille B est libre.
Démontrons que B est génératrice.
Soit w un élément de E. Comme E = F @& G alors il existe un vecteur u de F' et un
vecteur v de G tels que w = u +v. Comme les familles (u; ... u,,) et (vy,...,v,) sont
des bases respectivement de F' et de G, alors il existe des scalaires (Ay,..., A\p) et

(1, ..., 11p) tels que :
U= MU + -+ AUy, et U= v+ UpUp

Comme w = u + v, alors w est combinaison linéaire d’éléments de la famille B. Ainsi
la famille B est génératrice de F, et finalement c’est une base de E.

10
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(7ii) Ce point est conséquence du précédent.

(iv) Par théoreme : F = F @ G si et seulement si E=F 4+ G et FNG = {0g}.
On suppose que dim £ = dim F +dim G et FNG = {0g}. Il suffit de démontrer que
E = F + G pour obtenir que F' et GG sont supplémentaires.
Soit E' = F + G. Comme F NG = {0}, alors E' = F & G. D’apres la propriété (iii)
dim F' = dim F' + dim G et donc par hypothese dim £’ = dim FE.
Ainsi E’ est un sous-espace vectoriel de £ de méme dimension que F, et donc par
théoreme £ = F' = F & G. O

Corollaire (Caractérisation de la somme directe). Soit F' et G deuzr sous-espaces
vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension finie. Alors :

Lemme. Soit (uy, ..., U, Umi1, - - -, Up) une famille libre d’éléments d’un espace vectoriel
E. Alors F = Vect (uy, ..., uy) et G = Vect (U1, ..., up) sont en somme directe.

Démonstration. Soit u un élément de F'N G. Comme w est élément de F' et de G alors il
existe deux familles (A1, ..., Apm) et (A1, ..., Ap) de scalaires telles que :

U= MU+ F AU, = A 1Umg1 + -+ Apyy

Par soustraction :

Atur + - Apm — A1 tmgr — 00— Apup = Op
Comme la famille (uy,...,u,) est libre alors tous les \; sont nuls. Ainsi u = 0.
Ceci montre que F'N G C {0g}. L’inclusion réciproque est évidente donc F NG = {0g},
ce qui implique que F' et GG sont en somme directe. 0
Théoréme de la base adaptée. Soit (u1,. .., Um, Unt1,--.,U,) une base d’'un espace
vectoriel E. Soit F' = Vect (uq, ..., up) et G = Vect (Upmi1, ..., Uy). Alors :
e la famille (uy, ..., uy) est une base de F,
e la famille (Upmiq, ..., uy) est une base de G,

e F et G sont supplémentaires dans £ : E=F®G

Démonstration. La famille (uy, ..., u,,) est incluse dans la base (uy,...,u,) donc elle est
libre. Comme F' = Vect (ug, ..., u,,) alors elle est génératrice de F', et donc c’est une base
de F.

De méme, la famille (w41, ..., u,) est une base de G.

Comme la famille (uy,...,u,) est une base de F alors tout élément de E s’écrit comme
combinaison linéaire de ses éléments, donc comme somme d'un élément de F' et d'un
élément de G. Ceci montre que £ = F + G.

Le lemme précédent montre que F' et G sont en somme directe, donc finalement F' et G
sont supplémentaires : £ = F & G. U
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Résumé.

C. Dimension d’'une somme de deux sous-espaces vectoriels

Théoréme (Formule de Grassmann). Soit ' et G deux sous-espaces vectoriels d’un
espace vectoriel E de dimension finie. Alors :

Démonstration.
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D. Rang d’une famille de vecteurs

Définition. Soit F = (uy,...,u,) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel £. On
appelle rang de F et on note rg F la dimension du sous-espace vectoriel engendré par F.

Exemple 2. Soit E = R* et F = ((1,1,0,0),(2,1,1,1), (0,1, 1,1)).
Proposition. Soit F une famille de p vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n.
Alors :

(1) rg F < p. L’égalité a lieu si et seulement si F est libre.

(ii) rg F < n. L’égalité a lieu si et seulement si F est génératrice de E.

Corollaire. Une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n est une base
de E si et seulement si elle est de rang n.

Démonstration. On note F' = Vect (F). Alors rg F = dim F.

(1) La famille F est génératrice de F' donc dim F' < Card F, puis rg F < p.

Si rg F = p alors la famille F est une famille génératrice de F' de cardinal p = dim F,
donc par théoreme c’est une base de F'. Elle est donc libre.

Réciproquement si la famille F est libre alors elle est une base de F, donc rg F =
dim F' = Card F = p.
(77) Comme F' est un sous-espace vectoriel de E alors dim F' < dim F, donc rg F < n.

Le rang de F est égal a n si et seulement si dim F' = dim F, ce qui équivaut a F' = E
puisque F' C E. Or F' = FE si et seulement si F est génératrice de F. O

> Exercice 2.
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I1I. Applications linéaires en dimension finie

A. Image d’une base

On suppose dans cette partie que F est de dimension finie.

Remarque. Soit f : £ — F une application linéaire, et G = (uq,...,u,) une famille
génératrice de E. Alors la famille f(G) = (f(u1),..., f(u,)) est une famille de vecteurs
de F'. Elle est génératrice de im f :

En particulier, si B est une base de F alors f(B) est une famille génératrice de im f.

Proposition (Image d’une base). Soit f : E — F une application linéaire, et B une
base de E. Alors

(i) La famille f(B) est libre si et seulement si f est injective.
(ii) La famille f(B) est génératrice de F si et seulement si f est surjective.
(iii) La famille f(B) est une base de F si et seulement si f est bijective.

Remarque. En particulier, un isomorphisme envoie une base sur une base.

Démonstration. Le (i7) est évident en vertu de la remarque ci-dessus, et le (7ii) est consé-
quence de (i) et (7i). Il suffit donc de démontrer le (7).

On note B = (ey, ..., €p).
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Chapitre B10. Dimension ITI. Applications linéaires en dimension finie

Théoreme. Soit E et ' deux espaces vectoriels, E étant de dimension finie.
Soit B = (e1,...,e,) une base de E, et (vy,...,v,) une famille de p vecteurs de F.
Alors 1l existe une et une seule application linéaire f : E — F telle que :
Vi=1...p  fle) =
Remarque. En conséquence :
Une application linéaire est uniquement déterminée par l’image d’une base.
Si on connait I'image d’une base par une application linéaire alors on peut connaitre

I'image de tout élément.

Démonstration. Supposons qu’il existe une application linéaire f : E — F envoyant
chacun des e; sur le v; correspondant.

Soit w un vecteur de £, de coordonnées (A, ..., \,) dans la base B. Alors par linéarité :
flu) = f(Arer + - Apep) = A fler) + -+ A flep) = Ao + -+ A,

Comme le p-uplet de coordonnées de u est uniquement déterminé alors f est uniquement
déterminée. De plus elle est linéaire car :

o Si(Ar,...,A) et (g, .., pp) sont les coordonnées respectives de deux vecteurs u et v
dans la base B, alors (A + p1, ..., A, + j,) sont les coordonnées de u + v.
Ainsi f(u+v) = f(u) + f(v), ceci pour tous vecteurs u et v de E.

e Si (Aq,...,A,) sont les coordonnées de u dans la base B et a est un scalaire, alors
(a1, ..., a),) sont les coordonnées de au.

Ainsi f(ou) = af(u), ceci pour tout vecteur v de E et tout scalaire a.

Nous avons donc démontré qu’il existe une et une seule application linéaire f : £ — F
telle que f(e;) = v; pour tout ¢ allant de 1 a p. O
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Exemple 3.
(i) Dans E' = R? muni de la base canonique B, = (ey, €3). Soit v; = (8, —2) et vy = (3,5).
Alors il existe un et un seul endomorphisme de E tel que f(e1) = vy et f(e2) = va.
(ii) La famille B = ((1,1), (1, —1)) est une base de R2.
Par théoréme il existe une et une seule application linéaire f de R? dans R? telle que
F,1) =(2,4,2) et f(1,—1) = (0,4,-2).
Quelle est I'expression générale de f 7

Exercice 3.

B. Rang d’une application linéaire

Définition. Soit F et F' deux espaces vectoriels, F étant de dimension finie. Soit f : £ —
F une application linéaire. On appelle rang de f et on note rg f la dimension de I'image
de f.

Remarque. Soit B = (ey, ..., e,) une base de E. On rappelle (¢f remarque page 14) que
la famille f(B) est génératrice de I'image de f :

im f = Vect (f(B))

La définition du rang de f est donc rigoureuse car im f est de dimension finie.

De plus pour toute base B de E : rgf = rg f(B). Le rang de Uapplication linéaire f
coincide avec celui de la famille de vecteurs f(B).

Exemple 4.
(i) Soit f: E — F. Alors rg f = 0 si et seulement si f est I'application nulle.
(ii) Soit f : RS —» R*
(x1,...,25) — (21,22,0,0)
Alors rg f = 2.

Proposition. Avec les hypothéses de la définition ci-dessus, rg f < dim E. Si de plus F
est de dimension finie alors rg f < dim F.

Démonstration. Soit B une base de E. Alors rg f = rg f(B). Or f(B) est de cardinal
p=dim F, donc rg f(B) < p.

Supposons que F' est de dimension finie n. Comme im f est un sous-espace vectoriel de F
alors dim(im f) < n, donc rg f < n. O
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Proposition. Soit f : E — F une application linéaire, ou E et F' sont deux espaces
vectoriels de dimensions finies respectives p et n. Alors :

(i) f est injective si et seulement sirg f =p
(ii) f est surjective si et seulement sirg f =n

(iii) [ est bijective si et seulement sirg f =n = p.

Démonstration. Soit B une base de E.

(1) Par équivalences :
f injective <= f(B) est libre
<— rgf(B)=Card f(B) = CardB=dim E =p
En effet nous avons démontré que :
e f est injective si et seulement si f(B) est libre pour toute base B
e pour toute famille F d’éléments de E, F est libre si et seulement si rg F = Card F
e pour toute base B de E, rg f =rg f(B).
(77) Ensuite :
f surjective <= f(B) est génératrice de F
<~ rgf(B)=dimF =n.
En effet nous savons que :
e f est surjective si et seulement si f(B) est génératrice de F' pour toute base B de

E
e pour toute famille F d’éléments de F', F est génératrice de F' si et seulement si
rg F = dim F
 pour toute base B de E, rg f =rg f(B).
(iii) Cette propriété découle immédiatement des deux précédentes. O

Proposition. Soit f: E — F et g: F — G deux applications linéaires. Alors :
rg(g o f) < Min (rg g, 18 f)

Démonstration. L'image de g o f est incluse dans celle de g :

im(go f) Cimyg
donc :

rg(go f) <rgy
Soit maintenant B une base de im f. La famille g(B) est une famille génératrice de
g(im f) = im(g o ), donc :

dimim(g o f) < Card g(B) = Card B = dimim f

Ceci donne :

rg(go f) <rgf

Finalement on obtient le résultat voulu :

rg(go f) < Min (rgg,rg f) O

B. Gonard 17



Chapitre B10. Dimension ITI. Applications linéaires en dimension finie

C. Isomorphismes en dimension finie

Définition. Deux espaces vectoriels F et F' sont dits isomorphes s’il existe un isomor-
phisme ¢ : F — F.

Remarque. La relation d’isomorphisme est une relation d’équivalence. En effet elle est :
o réflexive : E est isomorphe a lui-méme

o symétrique : si E est isomorphe a F' alors F' est isomorphe a F

o transitive : si E est isomorphe a F' et I est isomorphe a GG alors E est isomorphe a G.

Proposition. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Alors E et F' sont
isomorphes si et seulement si dim E = dim F'.

Démonstration. Si E et F' sont isomorphes, alors il existe un isomorphisme ¢ : £ — F.
D’apres la propriété «image d’une base» page 14 I'image d’une base par un isomorphisme
est une base donc F et F' ont méme dimension.

Supposons que E et F' ont méme dimension. Soit B = (ey,...,e,) une base de E et
B = (fi,..., [n) une base de F.

Comme B est une base de F et B’ est une famille de n vecteurs de F' alors par théoreme
il existe une unique application linéaire ¢ telle que :

Vi=1,...,n ole;) = fi

L’image par ¢ de la base B de E est une base de F' donc ¢ est un isomorphisme, encore
d’apres la propriété «image d’une base». Ainsi E et F' sont isomorphes. O

Exemple 5. Les espaces vectoriels R”, M,,1(R) et M, (R) sont isomorphes. En effet, les
applications

Q: R” — M, (R) et 9 R" — M, (R)
T (X1, oy 2p) — (21 -+ )
(X1, ..., Tp) —
:L‘n

sont linéaires et bijectives, donc ce sont des isomorphismes.

Lemme. Soit ¢ : E — F un isomorphisme. Soit Fy un sous-espace vectoriel de E. Alors
dim ¢(E;) = dim E.
En d’autres termes la dimension est invariante par isomorphisme.

Démonstration. Notons F; = ¢(E;). Alors la restriction de ¢ a Fy est & valeurs dans F7,
donc 'application

TbIEl — F
u — p(u)

est bien définie.
De plus elle est injective car ¢ l'est : si ¢(u) = Op alors ¢(u) = 0p et donc u = Og.
Elle est surjective par définition de F}.

Finalement v est bijective, donc les dimensions de F; et de I} sont égales. 0
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Proposition. Soit D, E, F', G quatre espaces vectoriels, et soit f : E — F une application
linéaire.

(i) Si p : D — E est un isomorphisme, alors rg(f o) =rg f.

(ii) Si . F — G est un isomorphisme, alors rg(ipo f) =rg f.
En d’autres termes le rang d’une application linéaire est invariant par composition avec
un isomorphisme.

Démonstration.

(i) Comme ¢ est bijective alors (D) = E, donc fo (D) = f(E) puis im(f o) =im f
donc rg(po f) =rg f.
(77) Comme 1) est un isomorphisme, alors im f et ¥ (im f) sont de méme dimension.

Or ¢(im f) = im(¢) o f), donc xg f = rg(t) o ). O

D. Théoreme du rang

Lemme. Soit E et F' deux espaces vectoriels, E étant de dimension finie. Soit f : E — F
une application linéaire. Soit E' un supplémentaire du noyau de f dans E : E = E'@®ker f.
Alors lapplication
g: EF' — imf
u — f(u)
est un isomorphisme.

Démonstration.
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Théoréme du rang. Soit E et ' étant deux espaces vectoriels, E étant de dimension
finie. Soit f: E— F une application linéaire. Alors

Démonstration. On utilise les notations du lemme précédent.

Exemple 6.
(i) Soit f : R? — R3? une application linéaire injective. Alors rg f = 2.
(7i) Soit n et p deux entiers, et f : R? — R"™ une application linéaire. Si f est injective
alors p < n, si f est surjective alors p > n.
Exercice 4.
Corollaire. Soit E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie, et f : B — F
une application linéaire.
(i) Si f est injective alors [ est bijective.
(ii) Si [ est surjective alors [ est bijective.

Démonstration.

Corollaire. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Alors f
est injective si et seulement si f est surjective (et donc dans ce cas f est bijective).

Remarque. Dans les deux cas ci-dessus, i.e., si la dimension de 'espace de départ est
égale a celle de 'espace d’arrivée :

f est injective — f est bijective — f est surjective
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Exemple 7. Soit n un entier strictement positif, et soit aq, ..., a, des scalaires deux a
deux distincts.

a. Démontrer que 'application :

fiK,q[X] — K»

est un isomorphisme.

b. Justifier que pour tous scalaires f3y,..., 8, il existe un et un seul polynéme P de degré
au plus n — 1 tel que pour tout i =1,...,n: Pa) = f;

E. Application aux hyperplans

Rappel. Soit E un espace vectoriel.
(1) Un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non-nulle.
(7i) Un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si et seulement s’il existe une droite
vectorielle supplémentaire de H dans E.
Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de dimension n — 1.

Démonstration. Un sous-espace vectoriel de E est un hyperplan si et seulement s’il existe
une forme linéaire ¢ : ' — K non-nulle telle que H = ker ¢.

Alors im ¢ est un sous-espace vectoriel de K, donc im ¢ = {Og} ou im¢ = K.

Si im¢ = {0k} alors ¢ est nulle, ce qui est supposé faux, donc imp = K (et ¢ est
surjective).

D’apres le théoreme du rang :

Ceci montre que les hyperplans sont de dimension n — 1.

Réciproquement si H est un sous-espace vectoriel de F de dimension n — 1 alors comme
E est de dimension finie il admet un supplémentaire D : E = H & D.

Comme dim H = n — 1 alors dim D = 1, ce qui montre que D est une droite vectorielle,
donc H est un hyperplan. [l
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Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, et m un entier naturel
strictement positif. Soit Hy, ..., H,, des hyperplans de E. Alors :

dim(ﬂ Hk> >n—m

k=1

Démonstration. Pour tout £ = 1,...,m on choisit une forme linéaire ¢, : £ — K dont
Hj, est le noyau. On définit ensuite ’application suivante :

f+E — K™
u — (p1(u), ..., om(u))
Les composantes de f sont des formes linéaires donc f est linéaire.

Un vecteur de E appartient au noyau de f si et seulement s’il annule toutes les ¢y, donc
si et seulement s’il appartient a tous les Hy. Le noyau de f est donc 'intersection des Hy, :

ker f = ﬂ Hy,
k=1

D’apres le théoreme du rang :
dimker f = dim £ — dimim f

On sait que E est de dimension n. Comme im f est un sous-espace vectoriel de K™ alors
il est de dimension inférieure ou égale a m, donc on obtient bien :

dim(ﬂHk>>n—m O
k=1

Remarque. On peut démontrer que 1’égalité a lieu si et seulement si la famille des formes
linéaires ¢y, est libre.

Corollaire. Soit n et p deux entiers strictement positifs.

Alors l’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne de n équations a p incon-
nues est de dimension au moins p — n.

Démonstration. Un hyperplan de K" est un ensemble d’équation :

a1y + -+ apx, =0

ou ai,...,a, sont des scalaires non tous nuls.
Soit Sy un systeéme linéaire de n équations a p inconnues.

Chaque ligne de ce systeme définit un hyperplan de K?. L’ensemble des solutions est alors
I'intersection de n hyperplans de K”, donc il est de dimension au moins p — n. [l
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Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel
de E de dimension n —m, oum € {0,...,n}.

Alors il existe m hyperplans de E dont F' est 'intersection.

Démonstration. Soit (eq, ..., e, ,,) une base de F. Cette famille est libre donc d’apres le
théoréeme de la base incompléte il existe des vecteurs (€, i1, --.,€,) la complétant en
une base de E. On note B = (ey,...,e,) cette base.

Pour tout £ allant de n —m + 1 & n on définit la famille B), contenant tous les e; sauf ey, :
Vk=n—m+1,...,n B, =B\ {ex}

Enfin on note Hj, le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille By,.

Comme la famille B est libre alors toutes les familles B;, sont libres. Chacune est donc une
base de Hj. Or elles contiennent n — 1 vecteurs, donc les Hj, sont de dimension n — 1, et
ce sont des hyperplans de F.

Démontrons que F' est l'intersection des Hy.
Soit u un vecteur de E, de coordonnées (Aq,...,A,) dans la base B. Alors u appartient a
H;, si et seulement si sa coordonnée selon e, est nulle :

VE=n—-m+1,...,n ue H, <= MN=0

Le sens indirect de cette équivalence est évident. Pour le sens direct : si u € Hy alors il
existe des scalaires piq, ..., p, tels que u = pye; + - - -+ ppe, avec p = 0, donc par unicité
des coordonnées dans la base B on en déduit A\, = 0.

Ceci montre que :

Yue FE u e ﬂ H; <~ )\n,erl:"':)\n:O

k=n—m+1
< wué€Vect(er,....nm) =F

Ainsi F' est l'intersection des hyperplans H,,_,,.1,..., H,, lesquels sont bien au nombre
de m. O
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