Lycée Bellevue — Toulouse Année 2023-2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A9
Dérivation

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.
L x— zarctanx — 1 1n (1 4 22 5 i@ — arccosv/1 — a2
2
f3 1w In/1Eeoss fi: x> arctansha f5 1 @ — arccos -
fo : x — In|tan x| fr i@+ 2arctan /12 — arcsin V1 — 22
1
fi(z) = arctanz fao(z) = Wﬁ fa(w) = =57
fil@) = 2 fil) = ot ful) = tan + cot

Déterminer I’ensemble de définition, I’ensemble de dérivabilité et la fonction dérivée
de chacune des fonctions suivantes.

fs: z—In(z+Va?-1) f5: T/ iECose

l—cosz

fs: @+ arcsin(l — 2?) fo: x |z|+\Jr—|x]

fs:x—In(z+ Va2 -1)
Le réel V22 — 1 est défini si et seulement si 22 — 1 > 0, donc si et seulement si
x € |—o0,—1] U1, 4o0].
Si z > 1 alors  + V22 — 1 est strictement positif, donc f3(x) est défini.

Siz < —1alors o+ Va2 —1 < 2+ Va2 = z + |z|, comme x est négatif alors
x4+ vax?2 —1<0donc f3(x) n’est pas défini.

Finalement f3 est définie sur D3 = [1, +00].

Siz > 1 alors 22 —1 > 0. La fonction racine carrée est dérivable sur R* et la fonction
In est dérivable sur son ensemble de définition, donc par composition la fonction f3
est dérivable sur |1, 4+o0].

Etudions la dérivabilité de f; en 1.
On écrit pour tout x > 1 :

fs(z) = f3(1) o (¢ + Va2 1)

z—1 N r—1
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Is:

On sait que

In(u)~u—1 et lirq(x+\/x2—1):1
z—

(1)

donc par composition de limites :

f3(x) — f3(1) =+ V='172_1_1:

~J

r—1 (1) r—1 vVr—1

Ceci donne :
iy £3@) = f5(1)

z—1 x—1 = too

La fonction f3 n’est donc pas dérivable en 1.

Finalement f5 est dérivable sur |1, +o0o[ et on calcule :

Vrelldool  filr)= 2 ]
r e |l,+o0 x) = =
3 r+vVr2—1 Va2-1

On peut démontrer de plus que f(x) o In z, et tracer la courbe suivante :

T — }—l—cosz
—cos T

La fonction f5 est définie si cosz # 1 et si

l4cosx
l—cosx

valide si et seulement si x n’est pas multiple de 2x, la premiere est toujours valide,
car: VreR —1<coszx<1

> 0. La premiere condition est

La fonction f5 est donc définie sur R\ {2k7 | k € Z}.

Si z # w+ 2k pour tout k € Z alors }ﬁ% > 0.

Donc par quotient et composition la fonction f5 est dérivable sur R\ {k7w | k € Z}.
On calcule, pour tout x dans cet ensemble :

Fla) = — sin x l—cosz sinx 1
T (1 —cosz)?\ 1 +cosz 1 —cosa\ (1 —cosz)(l+ cosx)

sinx 1

sinz| 1 — cosx

On étudie maintenant la dérivabilité en 7w + 2k7.
Comme la fonction est 2m-périodique, il suffit d’étudier sa dérivabilité en .

On peut utiliser le théoreme de limite de la dérivée, ou revenir a la définition de la
dérivabilité, ce que nous faisons ci-dessous.
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Le taux d’accroissement de f5 en 7 est :

fs(@) = fs(m) 1 \/m
r—m Cx—m\1—cosx

On pose h = x — m. Alors :
fs(x) = fs(m) 1 [1—cosh 1 [h*  |n|
T —T  h\1+cosh (s0) R\ 4  2h

fs(x) = f5(m) 1

On en déduit :
fs(z) — f5(m)

lim ———— = —— lim ————= =
=T r—7 2 v x—T 2
Ainsi f5 est dérivable a gauche et a droite en 7, de dérivées f, (7) = —3 et fi(m) = 1.

Elle n’est donc pas dérivable en 7.
La courbe de f5 est la suivante :

1t |
|

0 T o 3

On peut ajouter qu’il est possible de simplifier 'expression de f5 des le départ, en

multipliant par une quantité conjuguée ou en utilisant les formules en ¢ = tan 5 :
1

z
tan 5

|sin z|

Ve e R\ {2kr | k€ Z} f5<x):1—cosx

Cette derniere expression en particulier explique bien 'aspect de la courbe.
fs : @+ arcsin(1 — 2?)
La fonction arc-sinus est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1[.

On calcule :
—1<1—-22<1 — 0<22<?2 — —V2<x<V2
—1<l—-22<1 — 0<a2<?2 — —V2<x<0

ou 0<x<v2

Ainsi, par composition, la fonction fg est définie et continue sur {—\/5, \/ﬂ et déri-
vable sur }—\/5, O[U }O, \/5[
Pour tout z € }—\/5,0{ U }0, \/5[ on calcule :

—2x —2x

fs(@) = (-2 hV2-22
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Pour la dérivabilité de fs en ++1/2 on utilise le théoréme de limite de la dérivée
» la fonction fg est continue sur {—\/5, \/5}
* la fonction fg est dérivable sur }—\/5, O[ U }O, \/5{

e les limites de f{ sont :

lim _fi(z) =+ lim_fy(z) = —
z_}fﬂﬁfs(x) o $i>r\n/§fs<x> o0

Par le théoréme de limite de la dérivée fg n’est pas dérivable en /2 ni en —v/2.

Pour la dérivabilité en O :
e la fonction fg est continue sur {0, \/ﬂ

* la fonction fg est dérivable sur }0, \/5[
« lim fi(2) = —V2.

>
Par le théoréme de limite de la dérivée fg est dérivable & droite en 0, de dérivée —v/2.

De méme on montre que fs est dérivable a gauche en 0, de dérivée /2.

Ainsi f est dérivable a gauche et a droite en 0, mais ses dérivées ne sont pas égales.
Donc elle n’est pas dérivable en 0.

On obtient une courbe comme la suivante :

y
5
V2 -1 0 1 V2
f -
l y = fs(x)\ |
,,,,,,,,,, A
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fo:xz— |x]+/r—|z]

Cette fonction a été étudiée dans 'exercice 6 de la feuille de TD AS.

Nous avons vu qu’elle est continue sur R, et que sa courbe est la suivante :

2< ,,,,,,,,,,
Lr-—a"
1,710 1 2 3 4
//—1*

La fonction x — |z | est dérivable sur R\ Z, de dérivée nulle. Pour tout z € R\ Z,
comme x — |x] > 0 alors par composition fy est dérivable en z.

Ainsi fg est dérivable sur R \ Z, de dérivée :
1

) =
@) 2/x — |x]

Pour la dérivabilité en un point n entier on calcule les limites a gauche et a droite du
taux d’accroissement. On rappelle :

Ve e[n—1,n| folx)=n—1++vVr—n+1
Vo € [n,n+ 1] fo(x)=n++Vax—n

Ve R\ Z

Donc :
lim fo(x) — fo(n) i vr—n+1-1 i 1 _1
e r—n e r—n nr—n+1+1 2
— — 1
lim fo(z) = fo(n) = lim L lim = +00
o T —n 2t r—n AT =N

On en déduit que fy est dérivable a droite en n,de dérivée fi(n) = %, mais qu’elle
n’est pas dérivable a gauche.
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Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes.

Etudier leurs prolongements par continuité et la dérivabilité de ceux-ci.

1

x

: - ) 2 qin 1
fi:x— xsin Jo x> x¥sin

Les fonctions f; et fy sont définies sur R*, de classe C* par composition.

Comme la fonction |sin| est majorée par 1 alors :
VreR,  |A@|<ll et |Ai2)] < |2

Par théoreme d’encadrement, les deux fonctions tendent vers 0 lorsque = tend vers 0.

On peut donc les prolonger par continuité en posant f1(0) = f2(0) = 0.

Etudions maintenant leur dérivabilité en 0, grace a leurs taux d’accroissement.
filx) = f(0) 1 fa(x) — f1(0)

Vr € R* st 2 —sin— et

.1
z—0 x z—0 :xsmg—fl(x)

Nous avons vu que la fonction x +—> sin% n’admet pas de limite lorsque x tend vers +o0.
Donc la fonction f; n’est pas dérivable en 0. Par contre la fonction f5 est dérivable en 0,
de dérivée f»(0) = 0.

Voici I'allure des courbes de ces fonctions :

La fonction fy est un exemple de fonction dérivable dont la dérivée n’est pas continue. En
effet, on a démontré qu’elle est dérivable sur R, que sa dérivée en 0 est 0, et on calcule :

2rsint —cost sixz#0
x x

v ek fé(z):{o siz =0

La fonction x — 2x sin% tend vers 0 lorsque = tend vers 0, mais la fonction z — cos%
n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0. On le démontre de la méme fagon que pour
T — sin +.
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Donc fj(z) n’admet pas de limite lorsque x tend vers 0. En particulier elle ne tend pas
vers f4(0), et donc elle n’est pas continue.

Ainsi la fonction fy est dérivable mais sa dérivée n’est pas continue.

Etablir les égalités suivantes.

a. Vo € [—1,1] arcsin (22 — 1) = 2arcsin |z| — g

a. On pose : f(z) = arcsin(22* — 1) — 2 arcsin |z|
On utilise les équivalences :

Ve e R -1<222-1<1 = -1<z<1
—1<22?-1<1 <= -1<z2<0 ou O<z<l1
—1<|z| <1 — —-1<z<l1
1<zl <1 — —-l<zx<l

La fonction x — 22% — 1 est définie et dérivable sur R.
La fonction arcsin est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1[.
La fonction = — |x| est définie et continue sur R, dérivable sur R*.
Par composition et soustraction, la fonction f est définie et continue sur [—1,1] et
dérivable sur |—1,0[U |0, 1.
Sa dérivée est :
4

- x 5 T 1
i@z -1 el 1 — o

B 4x 2z _0

C2alVI—22  |z|V1—2a2

Comme sa dérivée est nulle alors f est constante sur tout intervalle. Elle est donc
constante sur |—1,0[ et ]0, 1[.

Vo e]-1,0[U]0,1]  f'(x)

Par continuité, f est constante sur [—1,0] et [0, 1], donc sur [—1,1].
En effet, si K est la valeur de f sur |0, 1] :

Vrelo,1]  flz)=K

Alors :
lim f(z) = lim f(z) = K

z—0 z—1
Or comme f est continue en 0 et en 1 alors :

lim f(a) = f(0) et lim f(z) = f(1)

z—0 r—1

On en déduit que f(0) = f(1) = K, donc f est constante sur [0, 1] égale a K.
On procede de méme sur [—1, 0], donc finalement f est constante sur [—1,1].

On calcule que f(0) = —7F donc f est constante égale a —7 sur [—1, 1], ce qui donne le
résultat demandé.
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Etudier les fonctions suivantes.

VT

o1
fo 1 x +— arccos f3 1 x +— arccosth x + arcsin s

fa:

r+1 chzx
2V
T > arccos Y7
On étudie d’abord la fonction g : x +— %

Cette fonction est définie sur R, par quotient elle est dérivable sur R, de dérivée :
11—z
/
r)=——>
g (@) Va(z+1)?

On obtient le tableau de variations suivant :

Vo e R

Pour la limite en +o0o on a utilisé I’équivalence :  g(z) o % = % — 0
(e.o]

La fonction arccos est définie et continue sur [—1, 1], dérivable sur |—1, 1].
Par composition et d’apres le tableau de variations ci-dessus, la fonction f5 est définie
est continue sur [0, +oo[, dérivable sur |0, 1[ U |1, +o0].
Sa dérivée est :

, x—1

€Tr) =

f2() V(e + 1)z —1]
Pour la dérivabilité en 0 et en 1 on applique trois fois le théoreme de limite de la
dérivée :

Vo €]0,1[{U |1, +o0]

e la fonction f5 est continue sur [0, +o00]
e la fonction fy est dérivable sur |0, 1[ U |1, +o0]

¢ les limites de f; sont :

1 1
. / _ . / _ = . / _ -
glclg(l)fz(x) = +00 l%ﬂl falx) = 9 15{}} fa(@) = 9
D’apres le théoreme de limite de la dérivée fy n’est pas dérivable en 0, elle est dérivable
a gauche en 1 de dérivée —% et a droite en 1 de dérivée %
Ces deux dernieres dérivées sont différentes donc fo n’est pas dérivable en 1.

On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 1 +00

N|—
N[
+

5() -0 = =

fa(z) 2\0/2
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fs:

Puis la courbe :

[SERNG

1

x — arccos th ¢ + arcsin I

Les fonctions hyperboliques sont définies et dérivables sur R.

On sait que :

VreR chx >1 et (chz=1 <= z=0)

Ceci montre que :

1 1
Vr e R — € 0,1 et (:1 — x:O)
chz 10,1] chz
La fonction arcsin est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1].
Par composition la fonction x — arcsin i est définie et continue sur R, dérivable
sur R*.

La fonction arccos est définie et continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1[. Or on
sait que la fonction th est dérivable et :

Vr e R —1<thz<l1

Par composition la fonction x — arccosth x est définie et dérivable sur R.

Par somme la fonction f3 est définie et continue sur R et dérivable sur R*.

Sa dérivée est :
1 sh x

VreR*  fl(z) = ——— —
re Ja(®) chz  chz|shz|

Comme sh z est du signe de x alors :

VeeR* fi(z) = 1<1+ m)

~cha m
Ceci donne : 5
VeeR fix)={ chx 277"
0 six <0

En particulier, comme R_ est un intervalle alors la fonction f3 est constante sur R_.
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Pour la dérivabilité en 0 on utilise le théoréme de limite de la dérivée :
e la fonction f3 est continue sur R
e la fonction f3 est dérivable sur R*

e les limites de f} sont :

lim () = 0 lim fj(z) = ~2
< >

D’apres le théoreme de limite de la dérivée la fonction f3 est dérivable a gauche en 0
de dérivée 0 et a droite de dérivée —2.

Ces deux dérivées ne sont pas égales donc la fonction f3 n’est pas dérivable en 0.

On obtient le tableau de variations :

Puis la courbe :

y = f3(v)

[6] Soit u: R — C une fonction dérivable. Démontrer que la fonction
f:R —C
t — et®

est dérivable et donner sa dérivée.

On note z et y les parties réelles et imaginaires de u. Alors = et y sont deux fonctions
réelles, et pour tout t € R wu(t) = z(t) + iy(t)
On en déduit :

vVt e R eV = =W e® — o) o5y (1) 4 ie* sin y(t)

Comme la fonction u est dérivable alors par propriété ses parties réelles et imaginaires
sont dérivables, donc z et y sont dérivables.

Les fonction exponentielle, cosinus et sinus sont dérivables, donc par composition et pro-
duit les fonctions t +— ) cosy(t) et t — ¥ sin y(t) sont dérivables.
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Or ces fonctions sont les parties réelles et imaginaires de la fonction ¢ — e*®), donc par
propriété cette fonction est dérivable.

On calcule sa dérivée :

vteR  f(t) = (2/()e"® cosy(t) — ¢/ (H)e" siny (1))

—i—z'( '(t)e*® siny(t) + o/ (t)e*® cosy(t))
(2'(t) + iy’ (t)) cos y(t) +i(2'(t) + 19/ (t)) siny(t))

(

"0
O (2 (t) + 3/ (t)) (cos y(t) + isiny(t))
= * O/ (£)eV ) = o' (t)e®

On a démontré que la formule (e*)" = u’e" est valable aussi si u est une fonction complexe.

Soit f : I — R une fonction et @ un point intérieur de /. On définit :

fla+h) — fla—h)
2h

m:h—

a. Démontrer que si f est dérivable en a alors m admet une limite en 0.

b. La réciproque est-elle vraie?

a. On peut écrire :

flath)—fla=h) 1(fla+h)—=f(a)  fla—h)— f(a)
2h 2( " )

Si f est dérivable en a alors :

g L0 = F@)

u—0 U

On en déduit par composition de limites :

. f(a+h)_f(a_h)_1 ’ / gl
lim o = S(f'(@) + f@) = (@)

h—0

b. La réciproque et fausse : il est possible que m admette une limite en 0 alors que f n’est
pas dérivable en a.

Par exemple si f est la fonction valeur absolue et a = 0, alors f n’est pas dérivable en

0, mais :

o[ —|=h[ _ |n] Al
2h 2h

La fonction m admet une limite en 0 alors que f n’est pas dérivable en a.

Vh£0  m(h) = =0

On peut ajouter que si f est dérivable a gauche et a droite en a alors la limite de m
en 0 est la moyenne entre les dérivées a gauche et a droite de f en a.
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Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

V(z,y) e R*  flz+y) = f(z)+ f(y)

Soit. f une fonction vérifiant la relation ci-dessus.
On fixe y € R. Comme f est dérivable alors en dérivant par rapport a x on obtient :

VeeR  flz+y)=f(z)
Ceci est valable pour tout y € R, et en particulier pour x =0 :

YweR  fiy) = f(0)
Posons a = f/(0). Alors f' = a. Comme f est définie sur R qui est un intervalle alors il
existe b€ Rtel que: VreR f(z)=ax+0b
Réciproquement, si f est une fonction de la forme f(z) = az + b, alors la relation de
I’énoncé équivaut a :
Y(z,y) €R? a(r+y)+b=ar+b+ay+b
Elle est vraie si et seulement si b = 0.

En conclusion les fonctions dérivables vérifiant la relation f(z +y) = f(z) + f(y) pour
tout (z,y) € R? sont les fonctions linéaires x — ax ol a est un réel quelconque.

@ Démontrer que I'équation différentielle

ty —y=0 y)=1
possede une unique solution dérivable sur R.

Sur I’ensemble R* I’équation équivaut a :
1
y—7y=0 (1)

Le théoreme de résolution des équations différentielles de ce type donne les solutions sur
un intervalle.

Ici R* est I'union des deux intervalles R et R* .

Soit a(t) = 1, puis A(t) = In|t|. Alors A est une primitive de a.

Comme R est un intervalle alors les solutions de I’équation (1) sur R sont les fonctions
y(t) = e = Xt, ot \ est une constante réelle.

Comme R* est un intervalle alors les solutions de I’équation (1) sur R* sont les fonctions
y(t) = pe® = —put, ol y est une constante réelle.

Quitte a remplacer p par —p on peut écrire y(t) = ut sur R*.
Sur I’ensemble {0} I"équation de départ admet une unique solution : y(0) = 0.

Les solutions de I’équation de départ sont par restrictions solutions sur R, sur R* et sur
{0}, donc ce sont les fonctions :

y: R — R
At sit>0
t—> < 0 sit=0 avec A\ et u constantes réelles
pt sit <0
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On remarque que cette fonction est dérivable a gauche et a droite en 0, de dérivées
£(0) = et £5(0) = A

Or une solution de I’équation différentielle de départ sur R est supposée dérivable, donc
en particulier dérivable en 0. Ses dérivées a gauche et a droite sont donc égales, ce qui
impose \ = p.

La condition initiale y(1) = 1 donne A = 1, donc finalement la fonction y : t — t est la
solution unique de I’équation proposée.

Soit f, g : [a,b] — R deux fonctions dérivables telles que f(a) = g(a) et f(b) = g(b).
Démontrer qu’il existe ¢ € |a, b[ tel que f'(c) = ¢'(c).

Soit h = f — g.

La fonction A est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[, et h(a) = h(b) = 0.

D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € ]a, b[ tel que h'(c) = 0.

Comme h = f —galors b’ = f' — ¢’ donc I'(¢) = f'(¢) — ¢'(¢), ce qui donne f'(c) = ¢'(c).
Il existe donc bien ¢ € |a, b[ tel que f'(c) = ¢'(c).

Soit a < bet f:|a,b] - R.

a. On suppose que [ est dérivable en a et que f’(a) > 0.
Démontrer qu'il existe z € ]a, b] tel que f(x) > f(a).

b. On suppose que f est deux fois dérivable sur [a, b], que f(a) = f(b), et que f'(a) > 0,
f'(b) > 0. Démontrer que f” s’annule sur ]a, b].

a. On raisonne par contraposée en supposant que pour tout = € Ja,b] :  f(z) < f(a).
Alors pour tout = > a : % <0.

Cette fonction de z admet f’(a) pour limite lorsque = tend vers a par valeurs supé-
rieures, car f est dérivable an a.

On en déduit donc f’(a) < 0 par théoreme de comparaison.
Par contraposée si f'(a) > 0 alors il existe x € |a, b] tel que f(z) > f(a).

b. D’apres la question précédente il existe ¢; € ]a, b] tel que f(c;) > 0.
De méme, comme f’(b) > 0 alors il existe ¢o € [a, b] tel que f(c) < 0.
Par théoreme des valeurs intermédiaires, f étant continue, il existe d entre ¢; et ¢y tel
que f(d) =0. On a alors d € ]a, b, ceci car ¢; ne peut valoir b et ¢y ne peut valoir a.
On applique le théoreme de Rolle sur les intervalles [c1, d] et [d, ca] (ou [d, ¢1] et [ez, d]).
Il existe e; strictement entre c; et ¢, ey strictement entre ¢ et d, tels que f'(e;) =
f'(e2) = 0.
Alors e; # e5. On applique le théoréme de Rolle a la fonction f/, qui est bien dérivable,
sur le segment [e, e5] ou [e, eq]. Il montre que f” s’annule sur ce segment.
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Soit f : R — R périodique de classe C*,
a. Démontrer que f’ est périodique.
b. Démontrer que f’ s’annule en un nombre infini de points.

c. Démontrer que f est lipschitzienne.

a. Soit T une période de f. Alors :
VeeR  flz+T)= f(x)

La dérivée de la fonction z — = + T est la fonction z — 1, donc en dérivant on obtient
par composition :

VeeR  flla+T)=f(2)
La fonction f’ est donc périodique de période T
b. Comme la fonction f est T-périodique alors f(0) = f(T).
La fonction f est de classe C', donc elle est continue sur [0, 7] et dérivable sur |0, 7.
D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € |0, T tel que f'(¢) = 0.
Comme la fonction f” est T-périodique alors f’(c + nT’) = 0 pour tout entier n, ce qui
montre que f’ s’annule en un nombre infini de points.
c. Comme la fonction f est de classe C! alors la fonction f’ est continue.
Une fonction continue sur un segment est bornée, donc la fonction f’ est bornée sur le
segment [0, T7.
Comme elle est T-périodique alors elle est bornée sur R tout entier.
En effet la périodicité montre que pour tout n € Z :  f([nT,(n+ 1)T]) = f([0,T]),
et comme R = U, ¢z [nT, (n + 1)T] alors :

ne”L

f(R) = f(U [T, (n + 1)T]) = f((0,T7)

Soit M un majorant de |f].

La fonction f est dérivable sur I'intervalle R et la fonction |f’| est majorée par M donc
par inégalité des accroissements finis la fonction f est M-lipschitzienne.
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Soit P un polynéme scindé de R[X].
On note aq, ..., a; ses racines, rangées dans 'ordre strictement croissant.
a. Démontrer qu'il existe des racines 31, ..., Bx_1 de P’ telles que :

< B <ag << B <

b. Démontrer que P’ est scindé.

a. On applique le théoréme de Rolle sur chaque intervalle [oy;, a; 1], pour i allant de 1 &
k—1.

b. On note m; la multiplicité de «;. Alors la somme des m; est égal a n, le degré de P.
Par propriété des polynémes chaque «; est racine de P’ de multiplicité m; — 1.

La somme des multiplicités des racines aq, 51, s, . .., Bi—1, @i dans le polyndme P’ est
donc au minimum :

(mi—1)+> 1l=n—k+k—=n-1

1 =1

k k-1
1=

Comme le polynéme P’ est de degré n — 1 alors il n’admet pas d’autres racines, et donc
il est scindé.

Soient f : [a,b] — C une fonction dérivable.

On suppose que f(a) # f(b).

On note A et B les points d’affixes f(a) et f(b), et pour tout ¢ € [a,b], v(t) le vecteur
d’affixe f'(t).

Soit x = Re f et y = im f la partie réelle et la partie imaginaire de f.
a. Donner en fonction de x et y les coordonnées des vecteurs 1@ et v(t).

b. Démontrer qu'il existe ¢ € |a, b[ tel que les vecteurs AB et v(c) sont colinéaires.

a. Comme x = Re f et y = Im [ alors pour tout ¢t € [a,b] :  f(t) = z(t) + iy(t)
Les points A et B ont pour affixes f(a) = z(a) + iy(a) et f(b) = x(b) + iy(b), donc
leurs coordonnées sont (z(a),y(a)) et (z(b),y(b)).

Le vecteur AB admet donc pour coordonnées (z(b) — z(a),y(b) — y(a)).

De plus, par propriété f'(t) = 2/(t) + iy/(t), donc le vecteur v(t) d’affixe f'(t) admet
pour coordonnées (z'(t),y'(t)).

b. Deux vecteurs du plan sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.
Le déterminant des vecteurs AB et v(t) est :

2(b) — z(a)
(a)

y(b) — y(a

On définit la fonction h par :

Vi€ la,b]  h(t) = (2(b) — y(a) Jy(t) — x(t)(y(b) — y(a))

det (E, v(t)) =

o | = (2) — 2@y (1) — (1) (y8) — (@)
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Cette fonction est combinaison linéaire des fonctions x et y donc elle est continue sur

[a, b] et dérivable que ]a, b].
On vérifie que h(a) = h(b). En effet :

h(a) = () = ((26) = (@) y(a) ~ 2(a) (y(b) ~ y(0)) )
= (=) = (@)y) ~ 2() (y(®) - 9(a)))
(

2(b) = y(a)) (y(a) =y (b)) — (2(a) — y(®)) (y(b) — y(a)) =0

D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € ]a, b[ tel que h'(¢) = 0. On calcule :

vi€la,b]  W(t) = (x(b) —z(a))y'(t) — 2" (t)(y(b) — y(a))

Il existe donc ¢ € |a, b[ tel que h'(c) =0, i.e., det (f@, v(c)) = 0.

Les vecteurs 1@ et v(c) sont colinéaires.

ezb —ela

Démontrer que pour tout (a,b) € R? : < |b—a

On peut inverser a et b sans perdre de généralité, donc on suppose a < b.

Méthode 1. La fonction complexe f : t — e est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b|.

Sa dérivée est :

VteR  f'(t) = ie”

Celle-ci est de module 1 donc :

viela, b [f(H)] <1

D’apres I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions complexes ceci implique que :

|f(a) — f(0)] < |a— D]
C’est exactement le résultat souhaité.

Méthode 2. On utilise I'angle moyen :

. . -a+b -a—b -a—b ca+b a — b
e — e = 7 (eZT — 6_Z7> =e¢e' 2 2isin
On sait que :
VteR  |sint| < |
On en déduit
. 4 Catb a—>b a—>b
em_ezbzel%Qsjn ‘gQ 5 ‘:‘a—b‘

Le résultat est démontré.
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A Taide du théoréme des accroissements finis, déterminer : lim ((z+ 1)6#1 —a:e%)

T—+00

Onpose: VteR: f(t)= ter
La fonction f est définie et dérivable sur R* par composition et produit. On calcule :
* / I\ 1
VteR f(t):(l—t)et

Notons maintenant x un réel strictement positif.

La fonction f est continue sur [z, x + 1] et dérivable sur |z, z + 1] donc d’apres le théoréme
des accroissements finis il existe ¢, € |z, z + 1] tel que :

fllew) = flz+1) = f(2)

Comme ¢, € |x,z+ 1] alors par théoréeme de comparaison ¢, tend vers +oo lorsque x
tend vers +o0o. Or on constate que :

o=

1
. / . . - .
t£+moof(t)_t£££>o<l t>e =1
Par composition de limites

lim f'(c;) =1

T—+00

puis par définition de ¢, :

lim ((1: + 1)6#1 - xe%) =1

r—r—+00

Remarque. Il est possible de calculer cette limite directement, grace au changement de

variable h = %

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle /. Soit x un point de I, et
h un réel non-nul tel que x + h appartient a 1.

a. Démontrer qu'il existe un réel 6 € ]0, 1] tel que :
f(x+h)= f(x)+ hf'(z+6h)
b. Si f(z) = az? + bz + ¢ avec a # 0, calculer un tel réel §. Donner une interprétation
géométrique de ce dernier résultat.

a. On applique le théoréeme des accroissements finis a la fonction f sur U'intervalle [z, z + h]
(ou [z + h, z] si h est négatif).
On supposera dans la suite que h est positif pour simplifier, mais les résultats sont
similaires sinon.

Par énoncé x et x + h sont éléments de I, lequel est un intervalle, donc l'intervalle
[z, 4 h| est inclus dans .

Or f est dérivable sur I, donc elle est continue sur [z, z + h| et dérivable sur |z, z + hl.

page 17/36



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A9 : Dérivation

D’apres le théoreme des accroissements finis il existe un élément ¢ de |z, x + h[ tel que

flz+h) - f(x)
h

f'(e) =

Par équivalences :

r<c<z+h <= 0<c—z<h <+ 0<¥<1

;x
Alors ¢ = x + 0h et donc il existe 6 € ]0,1] tel que f'(z + 6h) = w, ce qui
donne :

On pose : 0 =

fx+h)= f(x)+ hf'(x+06h)

b. Si f(z) = ax? 4+ bx + ¢ alors 1'égalité ci-dessus s’écrit :
a(x +h)? +b(z + h) + ¢ = ax® + bx + c + 2h[a(z + Oh) + b]
Ceci équivaut a 0 = %
On en déduit que sur une parabole, si on trace une corde reliant deux points A et B

d’abscisses a et b, alors la tangente a la parabole parallele a cette corde est la tangente

au point d’abscisse “T“’

On fixe un entier m et on note :

]m:}mw—

s

s
27m7T+§

a. Démontrer qu’il existe un unique o, € I,, tel que : tana,, = a,,
b. Déterminer «g, puis a_,, en fonction de ay,.

On suppose dorénavant que m est strictement positif et on pose : h,(x) = mnr +
arctan x

c¢. Démontrer que I, est stable par h,,, et que h,, admet «,, pour unique point fixe.
d. Démontrer que h,, est contractante sur I, i.e., k-lipschitzienne avec |k| < 1.

e. Soit (u,) la suite définie par ug = mm et pour tout n € N :  w,1 = hyp(uy)
Démontrer que (u,) converge vers a,,.

a. La fonction f,, :  — tanx — x est continue, strictement croissante sur I,,, de limites
400, donc bijective de I, dans R.

b. On démontre que ooy =0 et a_,,, = —av,,, car —1,,, = 1_,,.

c¢. Comme arctanz € }—g g[ pour tout x € R alors I,,, est stable par h,,.

On démontre que h,,(x) = x équivaut a tanx = x, donc x est point fixe de h,, si et
seulement si £ = a,.

On applique l'inégalité des accroissements finis.

majorée par k,, = ﬁ sur I,,.
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e. On démontre par récurrence que :
Vn € N [Unt1 — Q| < Ky [Uuo — Qi

On applique ensuite le théoréeme d’encadrement.

Soit a et b deux fonctions de classe C*° sur un intervalle I et (E) l'équation
différentielle :

Y (t) — a(t)y(t) = b(t)
a. Justifier que (E) possede des solutions.

b. Démontrer que ces solutions sont de classe C*.

a. Il s’agit du probléeme de Cauchy. Comme les fonctions a et b sont continues (car de
classe C*), et I est un intervalle, alors I’équation différentielle (£) admet une solution.
Celle-ci serait uniquement déterminée si I’'on adjoignait une condition initiale a I’équa-
tion différentielle.

b. Soit f une solution de 'équation (E). Ceci signifie que f est une fonction dérivable
telle que : YVt el f'(t) =a(t)f(t) + b(t)
On démontre par récurrence que pour tout n € N* la fonction f est n fois dérivable.
Initialisation. La fonction f est dérivable car elle est solution de (E).
Hérédité. Supposons que f est dérivable n fois pour un entier n > 0.

Les fonctions a et b sont de classe C*°. En conséquence les fonctions f, a et b sont
dérivables n fois, donc par produit et somme la fonction ¢ +— a(t) f(t)+b(t) est dérivable
n fois.

Ainsi f’ est dérivable n fois, donc f est dérivable n + 1 fois. Ceci prouve I'hérédité.
Conclusion. Par récurrence, la fonction f est dérivable n fois pour tout n € N*.
Ceci signifie exactement que f est de classe C*°.

Calculer les dérivées successives des fonctions suivantes.

f5(x) = cos 2z sin 3x fe(x) =1In(2 — 3x) fs(x) = z(x —2)P (p € N)

f5(x) = cos 2x sin 3z
Par linéarisation :  f5(z) = 3(sin5z + sinz)
On en déduit :
1
vneN  fi(x) = 5 (5” sin(bz + ng) + sin(z + ng)>
fo(x) =In(2 — 32)

On démontre par récurrence la formule :

3"(n —1)!

Vn € N* ) (x) = @)
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fs(x) =ax(x—2)» avec peN
On pose g(z) =z et h(x) = (x — 2)P. La formule de Leibniz donne :

vneN 0@ =3 (1o @n )

k=0

Les dérivées successives de g sont ¢¥ (z) = x, gV (x) = 1, puis g¥(2) = 0 pour k > 2.
On en déduit que si n > 1 alors :

(@) = 2h™ (2) + nh ™ (2)

Sil<n<palors:

n p‘ —-n p' —n
(@) == (x —2) +”@jg:jy@—2y !

= - - e (= 2)
— (e =2+ e 2]

Sin=p+1 alors:
[ =04 (p+1) xpl = (p+1)!
Enfin si n > p+ 1 alors fi"(z) = 0.

On constate que la formule obtenue pour n = 1,...,p est valable aussi pour n = 0 et
n = p+ 1, donc finalement :

p! _ :
" ———(x=2""(p+ 1Dz —2n] si0<n<p+1
() = @—n+UH ) (p+1) ]
0 sinon
Calculer les dérivées successives de  f: R — R et g:R —R

Tz — e’ cosx T — e’sinz.

On pose h = f +ig. Alors pour tout z € R :  h(z) = e1+9?

On en déduit : |
VneN VzeR  A™(x)=(L+i)"e )"

Puis : .
h" (z) = (\/56’%) (I+)e — 98 ¢i*F (40 — 93 v i(at )

En identifiant les parties réelles et imaginaires :

VneN VzreR f™(z) = 2%€” cos (x + nZ) et g™ (z) =22¢%sin <3c + nZ)
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Déterminer les classes des fonctions suivantes, toutes définies sur R.

In(x +1) siz>=0
fl:xr—>{ i( ) sinon/ fgzxr—>|x]3
11—z

PR PInx siz>0 fre a?sint sia#0

3 0 sinon 4 0 sinon
LT v stz >0 avec o € R

Ger - 0 sinon

f1:$*—>

Par composition et quotient cette fonction est de classe C*> sur R*.

£ sinon
1—x

{ln(a:—i—l) siz >0

Ses premieres dérivées sont :

1 : 1 .
— sixz >0 ——— sixz >0
fl(l)(x) — { 117+1 1(2)<I'> _ { (217-‘1-1)2

ﬁ siz <0 (1—2z)3 siz <0

Etudions maintenant la classe de f; en 0.
Comme lim fi(z) =0, lim fi(z) =0 et f1(0) =0 alors f; est continue en 0.

> <
Ceci implique que f; est continue sur R, i.e., elle est de classe C°.
Pour la dérivabilité on constate que lim fi(z) = lim fi(z) = 1. Ainsi :
> <
» f1 est continue sur R,

e f1 est dérivable sur R* ,
. / .
glﬁll)% fl (33') - 17
D’apres le théoreme de limite de la dérivée f; est dérivable en 0, de dérivée fi(0) = 1.
De plus lim f1(z) = f1(0) donc f] est continue en 0.
T—>
Ainsi f; est de classe C*.
Pour la dérivabilité seconde, on calcule lim f'(z) = —1 et lim f{'(z) = 2.
> <
Ceci montre que f; n’est pas de classe C? en 0. En fait d’apres le théoréme de limite de
la dérivée elle est dérivable a gauche et a droite, mais de dérivées secondes différentes,
donc elle n’est pas dérivable en 0.

En conclusion, f; est de classe C! mais pas de classe C2.

fo i |z
La fonction valeur absolue est de classe C* sur R* donc par produit la fonction fs est
de classe C* sur R*.

La dérivée de la fonction = — |z| est = +— fa7- On calcule alors :

Ve eR fi(o)=3ale]  f@) =6kl fH@=6— £@)=0
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fs

i

Comme la fonction valeur absolue est continue sur R alors la fonction fy est continue
sur R.
Le théoréme de limite de la dérivée montre qu’elle est de classe C! sur R, avec f3(0) = 0.
Le théoréme de limite de la dérivée appliqué & f} montre que f, est de classe C? sur
R, avec fY(0) = 0.
La fonction fy n’est pas dérivable en 0 donc f; n’est pas de classe C3.
Finalement la fonction f, est de classe C? mais pas de classe C3.

¥*Inz siz>0

0 sinon
Par produit cette fonction est de classe C*° sur R*. Ses premieres dérivées sur cet
ensemble sont :

N

3 ; 2 2
©,  Jaonz siz>0 W, \_ ) 3r*lnz+2° six>0
Js (”3)_{0 siz <0 Js (5”)_{0 siz <0
@, ) 6xlnz+5r siz >0 3, ) 6hx+11 siz>0
f3 (f)—{o siz<0 (@) = 0 siz <0

On sait par croissances comparées que pour tout o > 0 : hII(l) x*Inz =0
xT—r

On en déduit : " 0 o
. 0 Y 1 Y 2 o
lim f57(z) = lim f57(2) = lim f37(z) = 0

On montre que la fonction f3 est continue en 0 (car f3(0) = 0), puis grace au théoréme
de limite de la dérivée qu’elle est de classe C' en 0 avec f4(0) = 0, puis qu’elle est de
classe C? en 0 avec f§(0) = 0, et enfin qu’elle n’est pas de classe C3.
Pour ce dernier point on peut aussi appliquer la définition de la dérivabilité :

(2) (2)
fa" (@) = 137 (0) =lim (6lnz +5) = -0
z—0 z—0 z—0

> >

Donc féz) n’est pas dérivable a droite en 0, et a fortiori f3(2) n’est pas dérivable.
En conséquence f3 n’est pas trois fois dérivable, et donc f3 est de classe C2.
Qe 1

:x’_){ r°sin - s%x7é0

0 sinon
Cette fonction est de classe C° et dérivable, mais n’est pas de classe C!.
Par composition et produit f; est de classe C* sur R*.
Démontrons qu’elle est dérivable en O :
Ja(x) — £4(0) 1

= rsin —

Vo € R*
v z—0 T

La fonction x +— sin% est bornée et la fonction x — x tend vers 0 lorsque z tend vers
0, donc le produit = — xsin% tend vers 0 lorsque = tend vers 0. On en déduit que f
est dérivable en 0, de dérivée f;(0) = 0.

Ainsi f; est dérivable sur R. Sa dérivée est :

2rsind —cosl sixz#£0
x x

fi:xl—>{

0 sinon
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Ja

1
2nm

Cette dérivée n’est pas continue en 0. En effet, si on pose z,, = pour tout n € N*

alors : VneN* fi(z,)=—1
On a donc
lim z, =0 et lim fi(z,) = —1%# f1(0)

n—-+o0o n—-+0o00

La fonction fj n’est pas continue en 0.

Finalement nous avons démontré que la fonction f4 est de classe C°, mais pas de classe
C!, bien qu’elle soit dérivable.

Elle fournit donc un exemple de fonction dérivable a dérivée non continue.

¢ six >0

DT . avec a € R
0 sinon

Cette fonction est de classe C/*1=! si av est strictement positif, aucune sinon.

Tout d’abord g, est de classe C*> sur R*, car la fonction z +— 0 et de classe C* sur R*
et la fonction x +— 2% est de classe C* sur RY, ceci car : Vo >0 2% =¢e* Ina

Cette derniere formule permet aussi de retrouver la limite de g, a droite en 0. On
obtient :

0 sia>0

lim g, (z) =0 et lim go(z) = lim2® = { 1 sia=0
< > > +o0o sia <0

On en déduit que g, est continue en 0 si et seulement si a > 0.

On suppose dorénavant o > 0 et on détermine la classe de g, en 0.
Il est clair qu’elle est dérivable a gauche, de dérivée nulle. Pour la dérivée a droite :

9o () = 9a(0)

lim = lim z®~!
x—0 €xr — 0 x—0
> >

Ainsi f est dérivable a droite en 0 si et seulement si a« > 1. Si @ = 1 alors cette dérivée
a droite est égale a 1, donc différente de celle a gauche. Si o > 1 alors la dérivée a
droite est nulle, donc g, est dérivable en 0, de dérivée nulle.

Ainsi g, est dérivable en 0 si et seulement si a > 1.
On démontre par récurrence la propriété suivante, définie pour tout n € N* :

P, : Si[a] =mn alors g, est de classe C"! mais pas de classe C".
Initialisation. Supposons que [a] = 1, i.e., a € ]0,1]. D’apres ce qui précede g, est
continue, donc de classe C°, mais elle n’est pas dérivable en 0, donc pas de classe C*.
La propriété est vraie au rang n = 1.

Hérédité. Supposons que la propriété est établie au rang n pour un entier n > 1.

Soit v un réel tel que [a] =n+1,ie, n<a<n+1.
Alors o > 1 donc g, est dérivable. Sa dérivée est :

N az® !t sixz >0
o - 0 sinon
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Ainsi g/, = ago—1. Comme [a] = n+ 1 alors [ — 1] = n, donc par hypothese de
récurrence g,_; est de classe C"~! mais pas de classe C".

Ainsi g, est dérivable, de dérivée de classe C"!, donc g, est de classe C".

Comme ¢/, n’est pas de classe C" alors g, n’est pas de classe C"*!.

L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N*.

Ceci montre que g, est de classe Cl*1=! si o > 0, mais n’est pas de classe C° sinon.

Soitf:R — R

T —s ze”
a. Démontrer que f est bijective.
b. Justifier que f~! est de classe C*.

a. Par composition et produit la fonction f est de classe C* sur R, et a fortiori elle est
dérivable. On obtient :

VeeR  f'(z)= (22> +1)e”

Cette dérivée est strictement positive donc f est strictement croissante.
Par théoreme, f est continue et strictement croissante donc elle réalise une bijection

de R dans f(R).
Comme lim f(z) = —o0 et EIJP f(z) = 400 alors f(R) = R. Ceci montre que f est
bijective de R dans R.

b. Par théoréme, comme f est dérivable alors f~! est dérivable sur I'ensemble :
{zeR]| f(f (@) £0}

La fonction f’ étant strictement positive, f~1 est dérivable sur R.

Par théoréme du cours, comme f est de classe C* alors sa réciproque f~! est de classe
C> sur son ensemble de dérivabilité, et donc f~! est de classe C* sur R.

On peut démontrer que f=1) est de classe C*° sans utiliser le théoréme, de la facon
suivante :

Le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque affirme que la dérivée de f~! est :

1
() =
ff =)
Soit P, la proposition : f~1 est n fois dérivable.
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N*.
Initialisation. Nous avons vu ci-dessus que f~! est dérivable.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € N* on sait que f~! est n fois dérivable.

On sait que f est de classe C*°, donc f’ est n fois dérivable, puis par composition f'o f~*
est n fois dérivable.
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La fonction inverse est de classe C*° donc la fonction ﬁ est n fois dérivable.

Ceci montre que (f~1) est n fois dérivable.

Ainsi f=! est n + 1 fois dérivable. L’hérédité est établie.

Conclusion. Par récurrence f~! est n fois dérivable pour tout n € N*, ce qui montre
que f~! est de classe C*°.

Soit f la fonction définie sur R par :

er siz <0
{ 0 siz=>0
a. Justifier que f est de classe C*™ sur R*.

b. Démontrer que pour tout n € N il existe un polynéme P, tel que :

Ve<0 fM(z)= Pn(x)e%

x?n

c. Démontrer que f est de classe C* sur R.

a. La fonction f est de classe C*° sur R* car :

* la fonction x + 0 est de classe C*° sur R

e par composition la fonction x +— er est de classe C*° sur R* .
b. Soit P, la proposition : il existe un polynéme P, tel que :

Pn(l“) 6%

an

Ve <0 O (z) =

On démontre par récurrence que cette proposition est vraie pour tout n € N.
Initialisation. La proposition Py est vraie avec Py = 1. En effet, pour tout = > 0 :

fO) = et = ¢!

Hérédité. Supposons que la proposition P, est vraie pour un certain n € N. Alors il
existe un polynome P, tel que :

8=

Py (z)

xZn

1
x

Ve <0 () =

e

Par produit et quotient la fonction f(™ est dérivable sur R* . On calcule sa dérivée :

_ 2P (z) — (2nx + 1)Pn(x)€%

22(n+1)

Ve>0  f(a)

Posons
Poy1 = X?P, — (2nX +1)P,

Comme P, est un polynoéme alors P, 1 est un polynome et :

P, (l’) 1
(n+1) (0 _ Intl 1
Ve <0 f (x) = 2t D)
La proposition P,1 est démontrée.
Ceci prouve que la proposition P,, est héréditaire.

Conclusion. Par récurrence, la proposition P, est vraie pour tout n € N.
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c. On sait déja que f est de classe C*> sur R*, démontrons que f est également de classe
C* en 0.

Pour ceci on considere la proposition :
P, : f est de classe C" en 0 et f(™(0) =0

On démontre par récurrence que cette proposition est vraie pour tout n € N.
Initialisation. Comme lim ex = 0 alors lin% f(z) = f(0), ce qui montre que f est
z— T—>

<
continue en 0. La proposition P, est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € N la proposition P, est vraie. Alors la
fonction f(™ est définie en 0 et 7 (0) = 0. De plus f™ est continue en 0.

Démontrons que la fonction £+t admet 0 pour limite en 0.
Tout d’abord lim fr () = lim 0 = 0.

> >
Ensuite d’apres la question précédente il existe un polynéme P, tel que :
P (l’) 1
(n+1) _ In+tl =
Vo <0 f (x) = 2t
En posant y = % on obtient
: L 2(n+1) Ly
lg% x2(n+l)€ - ykinooy €
<

Par croissances comparées cette limite est nulle. Comme z +— P, () est une fonction
polynomiale alors elle admet une limite finie en 0 et donc :

Pn+1(l'> 1

lim er =0

<

Finalement :
lim f® ) (z) =0

x—0

Ainsi on sait que :

e (™ est continue sur R par hypothese de récurrence
o f(+1) est dérivable sur R* car f est de classe C* sur R*
lim /7 () = 0

D’apres le théoréme de limite de la dérivée f(™ est dérivable en 0 et f*+1(0) = 0.
La fonction £V est continue en 0 car lim FHD(z) = f4D(0), donc f est de classe
C™"" en 0. La propriété P, est démontrée.

Ainsi la propriété P, est vraie au rang n + 1 si elle 'est au rang n.

Conclusion. Par récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n € N.

Ceci implique que f est de classe C* en 0, et finalement f est de classe C* sur R.
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Soit I un intervalle non réduit a un point. Déterminer les fonctions convexes et
concaves sur .

Soit @ un point de I. Comme f est convexe et concave alors la fonction pente p, est
croissante et décroissante, donc constante.

Soit « sa valeur. Alors :

Ve e I\ {a} f(z) = f(a) + a(x —a)

On remarque que cette égalité est valable aussi pour z = a.

Elle montre que f est affine : en posant § = f(a) — aa on obtient :
Ve el flx)=ax+p

Réciproquement, si la fonction f est affine, i.e., de la forme f(x) = ax + [ alors toutes
ses fonctions pentes s’écrivent p,(x) = «, elles sont constantes donc croissantes et décrois-
santes, et ainsi f est convexe et concave.

On a démontré que les fonctions convexes et concaves sont les fonctions affines, i.e., les
fonctions donc les courbes sont des droites.

Démontrer que toute fonction f : R — R convexe majorée est constante.

Soit M un majorant de f. On peut alors majorer la fonction pente en 0 :

f@) ~ (0) _ M~ f(0)

Ve >0  po(z) =

e iy = O IO M= 10)

Comme f est convexe alors la fonction py est croissante. D’apres le théoreme de la limite
monotone elle admet des limites en —oo et +oc.

. M—f(0 , N .
Comme hrf % = 0 alors par théoréme de comparaison :
Tr—r100

lim po(z) <0 et lim po(z) >0

T—r—+00 T——00

De plus la limite de py en —oo est sa borne inférieure et sa limite en 400 est sa borne
supérieure, donc Suppy < 0 et Inf pg > 0, ce qui montre que Inf pg = Suppy = 0, donc p,
est nulle sur R*.

On obtient : Vx € R*  f(z) = f(0)

Cette égalité est vraie aussi pour z = 0, donc f est constante.
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Soit f une fonction convexe sur un intervalle I non réduit a un point.

a.

Soit a et b deux points de I avec a < b.

Démontrer que la courbe de f est au-dessus de la corde reliant les points d’affixes a
et b sur les intervalles I N |—o0,al et I N [b, +o0l.

On suppose que I est borné. Démontrer que f est minorée.

a.

La fonction pente en a est croissante sur I \ {a}, donc :

Ve eI\ {a} r<b = (
r>2b = px)
Siz<aalorsz<betz—a<0donc: f(z)=p.b)(z—a)+ f(a).

Sixz >balors x> apuisx —a>0donc: f(x)=p.(b)(x—a)+ f(a).
Ceci donne :

VeelI\{a} z<a = f(z)=p.b)(xr—a)+ f(a)
z2b = f(z)2pb)(z —a)+ fla)

La corde reliant les points de coordonnées (a, f(a)) et (b, f(b)) admet pour équation
y = pa(b)(z—a)+ f(a), donc nous venons de démontrer que la courbe de f est au-dessus
de cette corde sur les intervalles I N |—o0,al et I N b, +o0l.

Soit a, b, ¢ trois points de I avec a < b < c.
Soit D; la corde reliant les points d’abscisses a et b,
D, la corde reliant les points d’abscisses b et c.

D’apres la question précédente la courbe de f est au-dessus de la droite D; sur I'inter-
valle I N [b, +0o] et au-dessus de la droite Dy sur l'intervalle I N]—oo, b].

Les fonctions affines sont bornées sur un intervalle borné, donc f est minorée sur
I'N[b,+oo] et sur I N]—o0,b], et ainsi f est minorée sur I.
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Soit n € N*. Pour tous réel strictement positifs 1, ..., x, on définit :
A—ini G= oy w, H—(i;;) 1
a. Démontrer que H < G < A.
b. Démontrer que pour tout (x,y, z) € (Ri)g
PP 22 >3y et (z4y+2)? > 2Tayz

c¢. Démontrer que pour tout n € N* :
n+1

2

vVnl <

a. On sait que la fonction In est concave. En effet elle est deux fois dérivable, de dérivée

seconde In"(z) = —;12, cette dérivée seconde est négative donc la fonction est concave.

On applique 'inégalité de Jensen aux réels x1, ..., x,, aveclespoids \y = --- =\, = =
Ces poids sont bien compris entre 0 et 1, de somme égale a 1. On obtient :

k=1

Par application de la fonction exponentielle, croissante, on obtient :

P i LS | R
k=1 il

Ceci donne exactement G < A.

En remplacant les z; par lesquels sont bien des réels strictement positifs, on obtient :

V T nk 13714

& < g, donc H < G.
b. Pour (z1, 19, 23) = (a:,y, z) puis (1, e, w3) = (23,43, 23) l'inégalité G < A donne :

Ceci donne

Vryz < 5(x+y+2) et ryz < é(l’g + 9 + z3)
On en déduit :

(x+y+2)° > 2Tryz et 23y 2% > 3ayz

c. Pour (z1,...,2,) = (1,2,...,n) l'inégalité G < A donne exactement :
1
Ul < n +
La formule de Stirling donne quant a elle : In! ~ 2

page 29/36



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A9 : Dérivation

Soit f :]0,1] — R convexe dérivable Démontrer que :

La fonction f est convexe dérivable donc sa courbe située au-dessus de sa tangente en %
et en dessous de sa corde. Ceci s’écrit :

vte[0,1]  f(G)E-3)+ f(5) < fO) < (F(1) = £(0)E+ £(0)

Par croissance de I'intégrale :

PO [ (=) + [ yae< [ roae< ) - o) [rae+ [ o)

Or:

/Ol(t—é)dt = [(t;;)thllzo et /tdt [tT:;

Ceci donne comme demandé : ( > / f(t) ) f (1 )

Soit a < b et f: [a,b] — R une fonction de classe C? vérifiant f(a) = f(b) = 0.
a. Justifier que | f”| admet une borne supérieure M.

b. Démontrer que :

veelat] If@) <
On étudiera f =+ g ot g(z) = &(z — a)(b — z).

x—a)(b— 1)

a. Comme la fonction f est de classe C? alors sa dérivée seconde f” est continue.
Par théoréme, une fonction continue sur un segment est bornée, donc la fonction f”
est bornée sur le segment [a,b], et ainsi la fonction |f”| admet une borne supérieure
sur ce segment, laquelle est atteinte.

b. Posons g(z) = % (z — a)(b— z).
Cette fonction est deux fois dérivable, de dérivée seconde ¢”(x) = —M.
Les fonctions h = f — g et k = f + g sont deux fois dérivables, de dérivées secondes
W'(x) = f"(z) + M et k"(x) = f"(z) = M
Or par définition de M on a —M < f"(z) < M pour tout = € [a,b], donc h"(z) > 0 et
E'(z) < 0.
La fonction h est donc convexe alors que la fonction k£ est concave.

Or h(a) = h(b) = k(a) = k(b), donc la corde reliant les points d’abscisses a et b est
I’axe des abscisses. Comme h est convexe alors la corde est au-dessus de sa courbe,
comme k est concave alors la corde est en-dessous de sa courbe.

On en déduit :  Vz € [a,b] h(z) <0< k(2)
Puis: Vzela,b] —g(z) < f(z) <g(x)
Enfin: Vz€la,b] |f(z)] <g(z)

Ceci est le résultat demandé.
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Soit n € N*, a < bet f:[a,b] = R une fonction n fois dérivable. Démontrer que si

fla) = fila) == O V(@) =0 et f(B) =0

alors il existe ¢ € ]a, b tel que f™(c) = 0.

On définit la propriété :
Pr: b €lab] fP(b) =0

On démontre par récurrence finie que cette propriété est vraie pour tout k € {0,...,n}
Initialisation. On pose by = b. Alors f(by) = 0 donc la propriété Py est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain k € {0,...,n — 1} la propriété Py est vraie, i.e.,
il existe un entier by € Ja, b] tel que f®)(b;) = 0.

On applique le théoréme de Rolle & la fonction f*) sur I'intervalle [a, by].

Par énoncé la fonction f est n fois dérivable sur I'intervalle [a, b]. Comme k < n alors f®*)
est dérivable sur [a,b]. Or [a, bg] C [a,b], donc par restriction :

e La fonction f*) est continue sur [a, by].

e La fonction f* est dérivable sur ]a, by|.

e f®(a) = 0 par énoncé, car k < n — 1, et f*(b,) = 0 par hypothese de récurrence.
Donc f®(a) = f®)(by).

D’apres le théoréme de Rolle il existe by, € ]a, by tel que f*+D (b 1) = 0.

Ainsi la Propriété Py est valide si la propriété Py I'est. L’hérédité est prouvée.

Conclusion. Par récurrence finie la propriété Py, est vraie pour tout k € {0,...,n}.

De plus on a démontré que a < b, < b,_1 < --- < by < by =b, donc b, € ]a,b].

La propriété P, étant vraie, en notant ¢ = b, on obtient qu’il existe ¢ € ]a,b[ tel que

f™(c) = 0.
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Une généralisation du théoreme de Rolle

Soit f : R — R dérivable, de limites 400 en 400 et en —o0.

a. Démontrer qu’il existe deux réels A et B tels que A < B et pour tout € R :
r¢[A B = f(z) > f(0)+ 1.

b. En déduire qu'il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.

a. Comme f(x) T Tooet f(0) + 1 € R alors par définition il existe B € R tel que :

Ve R r>B = f(x)> f(0)+1.

Comme f(z) ——— +oo et f(0) + 1 € R alors par définition il existe A € R tel que :

Vex e R r<A = f(z) > f(0)+1.

On ne peut avoir 0 > B car sinon on aurait f(0) > f(0) 4+ 1, ce qui est faux. Ainsi
0<B.

De méme 0 > A. donc A < 0 < B, et ainsi A < B.
Si z n’appartient pas au segment [A, B] alors © < A ou > B, dans les deux cas on a
flz) =2 f(0)+ 1.

b. D’apres le théoreme des valeurs extrémes une fonction continue sur un segment est
bornée et atteint ses bornes.

Or f est continue sur le segment [A, B], donc f admet un minimum m sur [A, B],
atteint en un point c :

dc e [A,B] f(c)=m = Min f

[4,B]

Comme 0 € [A, B] alors m < f(0). Par construction f(A) > f(0) et f(B) > f(0), donc
f(A) #met f(B) # m. Ainsi f(c) # f(A) et f(c) # f(B), donc ¢ # A et ¢ # B.

Or c € [A, B], donc ¢ € |A, B, i.e., ¢ est un point intérieur a [A, B].

Donc f présente un minimum local en ¢, et par théoreme f’(c) = 0.

Il existe donc ¢ € R tel que f'(c) = 0.
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Soit I un intervalle, a un point de I, et f : I — R une fonction de classe C?.

a. Démontrer que pour tout = € [ il existe un réel ¢ compris entre a et = tel que :
f(z) = fla) + (z — a) f'(c)
On souhaite généraliser ce résultat a 'ordre 2.

b. Démontrer que pour tout x € [ il existe un réel A tel que :

F(@) = Fla)+ (¢ — a)f'(a) + EZ

2
c. En utilisant la fonction ¢, : I — R définie par

pa(t) = f(z) = f(t) = (x = 1) f'(t) —

A

(=17,

2
démontrer qu’il existe un réel ¢ strictement compris entre a et x tel que :
(z — a)?
F(@) = @)+ (@ — ) f(a) + T

a. Il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f sur I'intervalle
[a,z] sia < xoulz,asiz<a.
On suppose dans la suite que a < z, les résultats sont semblables si x < a.
Comme x et a appartiennent a I et comme celui-ci est un intervalle alors il contient
I'intervalle [a, z].
La fonction f est dérivable sur I donc elle est continue sur [a, x] et dérivable sur |a, z[.
D’apres le théoréme des accroissements finis il existe ¢ € |a, x| tel que f'(c) = W,
ce qui donne comme demandé :

f(x) = f(a) + (z —a)f'(c)

b. On souhaite justifier qu’il existe un réel A tel que :
(z —a)

f(z) = f(a) = (z = a) f'(a) =

Si x = a alors cette équation donne 0 = 0, elle est valable pour tout réel A.

Sinon il suffit de poser : A= ﬁ(f(x) — fla) — (z —a)f'(a))

r—a

A

c. Comme la fonction f est de classe C? alors la fonction f’ est dérivable, et donc par
combinaison linéaire la fonction ¢, est dérivable sur I.

On remarque que @,(z) =0, et p,(a) = 0 par définition de A. Ainsi :
 La fonction ¢, est continue sur [a, ]

 La fonction ¢, est dérivable sur |a, x|

* pu(a) = pu()

D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € Ja, z[ tel que ¢/ (c) = 0.

On calcule :

viel ¢ (t)==f{)+ ) — (=) f" () + (x —t)A = (z = )(A - (1))

Comme c est différent de z alors 1'égalité ¢/, (c) = 0 donne f”(c) = A.
Nous avons donc démontré qu'il existe ¢ entre a et x (i.e., dans ]a, z[ ou ]z, a[) tel que :

(‘T — a)Qf”(C)

f@) = fla) + (@ — a)f'(@) +
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Soit f une fonction réelle de classe C? sur un voisinage I de 0 telle que :
fO)=f(0)=0 et [f'(0)=a#0

Le but de cet exercice est de démontrer qu’alors :

£L‘2

f(z) (”5’) «Q D)
Pour tout x € [ strictement positif on définit la fonction ¢ par :
p: I — R
t— f()t* = f(t)2?
a. Justifier que ¢ est de classe C?, puis qu'il existe t; € ]0, z[ tel que ¢'(t;) = 0.
b. Démontrer qu'il existe ty € |0, ¢1[ tel que 2f(x) = f”(ts)x>.
c. On admet que de méme, si x < 0 alors il existe ty € |x,0][ tel que 2f(z) = f"(ts)z?.
Conclure.

a. Comme z est fixé alors la fonction ¢ est combinaison linéaire des fonctions t +— 2 et
t — f(t). Ces deux fonctions sont de classe C* donc ¢ est de classe C%.

Sa dérivée en t € I est : ' (t) = 2f (x)t — f'(t)z?
De plus on remarque que ¢(0) = 0 car f(0) =0 et p(z) = 0. On applique le théoreme
de Rolle :

e La fonction ¢ est continue sur [0, x],
e la fonction ¢ est dérivable sur |0, x|,
* #(0) = ().
Il existe donc t; € |0, z[ tel que ¢'(t1) = 0.
b. Comme f’(0) = 0 alors ¢'(0) = 0, ce qui donne ¢'(0) = ¢'(¢;).
De plus la fonction ¢’ est dérivable car ¢ est de classe C2.
Sa dérivée en t € I est 1 "(t) = 2f(x) — f"(t)a?
On applique de nouveau le théoreme de Rolle :
e La fonction ¢’ est continue sur [0, ],
e la fonction ¢ est dérivable sur |0, 1],
* ¢'(0) = ¢'(t).
Il existe donc ty € |0,#] tel que ¢”(t3) = 0. Ceci donne 2f(x) = f”(t2)z?, et comme
0 < t; < z alors on a bien ¢, € [0, z].

c. D’apres la question précédente :

Vo e INRYL Jt, €10, z]

Comme ¢, € |0, z[ alors par théoréme d’encadrement : lim ¢, = 0

>
Comme f est de classe C? alors f” est continue, donc : lim f"(z) = f"(0) =«
>
Par composition de limites : lim f"(t,) = o
>
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2f(x)

On en déduit : lim =«
x—0 xQ
>

Si < 0 on démontre de méme qu’il existe t, € |z, 0] tel que 2f(x) = f(t,)x?, et on

en déduit lim 2@ — «,
z—0
2

2
Ceci donne lim /() =letdonc: f(z) ~ a%
z—=0 X (0)

Soit p et ¢ deux réels strictement positifs tels que ]% + é =1.

) 2 alP b
Démontrer que pour tout (a,b) € (R’;) oab< — 4 —.
p q

Comme % + % = 1 alors pour toute fonction concave f sur un intervalle I on a :

V(z,y) € I2 f(jjﬁé) > fgfﬁ%”.

La fonction logarithme népérien est concave sur I'intervalle R* . En effet elle est deux fois
dérivable, de dérivée seconde In” : z +— — 25, laquelle est négative.

Soit a et b deux réels strictement positifs. Soit x = a? et y?. Alors :
P bl 1 1
In (a + ) > —1In(a”) + —In (b7)
D q D q

En appliquant la fonction exponentielle, qui est croissante, on obtient :

al?  b?
ab < — + —.
b q

Il s’agit de la formule demandée.
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Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*.

On suppose que f s’annule en un nombre infini de points.

Démontrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = f'(c) = 0.

Il existe une suite (uy,)nen d’éléments distincts de [a, b] tels que f(u,) = 0.

La suite (u,)nen est incluse dans le segment [a, b], donc bornée.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass il existe une suite extraite de (u, ) convergente.
On note (v,)nen cette nouvelle suite, et ¢ sa limite.

Pour tout n € Non a a < v, < b. Par théoréme de comparaison a < ¢ < b, donc ¢ € [a, b,
et f(c) est défini.

De plus comme f est continue alors la suite (f(v,))nen converge vers f(c).
Or f(v,) = 0 pour tout n € N, donc la suite (f(v,))nen converge vers 0, et ainsi f(c) = 0.
On applique le théoréeme de Rolle sur chaque intervalle [v,,, v,41], Ou [Uyy1,Vy].

Pour tout n € N, comme f est dérivable et f(v,) = f(v,41) alors il existe w, entre v, et
Unt1 tel que f/(w,) =0.

Par théoreme d’encadrement, comme les suites (v,)nen €t (Vni1)nen convergent vers c
alors la suite (w,) converge vers c.

Comme f’ est continue alors la suite (f’(w,)) converge vers f'(c). Comme f'(w,) = 0
pour tout n € N alors la suite (f’(w,)) converge vers 0 et donc f’(¢) = 0.

Il existe bien ¢ € [a, b] tel que f(c) = f'(c) = 0.
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