Lycée Bellevue — Toulouse 26 février 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°10

Exercice 1.

1. Comme P = X3 + pX + q alors P’ = 3X? + p. La division euclidienne de P par P’
donne P = P'Q) + R avec :

1 2
—-X e R=-pX+gq
Q 3 e 3p +q

2. (a) La spécialisation du résultat précédent en « est :
P(a) = P'()Q(a) + R(a)

Par théoréme, si a est une racine double de P alors « est racine de P et de P’ i.e.,
P(a) = P'(a) =0, et donc R(a) = 0.
3
_ﬁ'
est la seule racine double possible de P.

Comme p # 0 alors o =

3q
2p

(b) Supposons que P admet une racine double. Alors d’apres la question précédente
cette racine est @ = —34. Comme elle est racine double de P alors elle est racine

2p
2
3<3q> +p=20
2p

de P' = 3X? + p donc :
La multiplication par 4p? de cette égalité donne 27¢* + 4p® = 0 donc A = 0.

Ainsi —

Réciproquement, supposons que A = 0. Soit o = —g—z. Alors :
2
3q 27¢% +4p> A
Pl = 3 e = — = — = 0
@ =3(2) +p-TCEE D

Ceci montre que P'(«) = 0. De plus, il est immédiat que R(«) = 0, donc la division
euclidienne montre que P(«) = 0. Ainsi « est racine double de P puisqu’elle est
racine de P et de P'.

Finalement P admet une racine double si et seulement si A = 0.

3. Supposons que p = 0.
Comme A = 4p3 + 27¢? alors :

A=0 <= ¢q=0

Si ¢ = 0 alors P = X3, ce polynome admet bien une racine double, et méme triple, il
s’agit de 0.

Si P = X3 4 ¢ admet une racine double, alors cette racine est également racine de
P" = 3X?, donc elle est nulle, et donc ¢ = 0 car P(a) = 0.

On a démontré que P admet une racine double si et seulement si A = 0, que p soit nul
ou non-nul.
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Exercice 2.

Soit Q = XP — 1.

Comme P est de degré 2022 alors () est de degré 2023.

Pour tout k =1,...,2023 on a P(k) = , donc Q(k) = 0.

Alinsi tous les entiers de 1 a 2023 sont racines de Q).

Comme @) est de degré 2023 alors il n’a pas d’autres racines, et toutes sont simples.

On en déduit, en notant A le coefficient dominant de @ :

2023
Q=XM]] (X —k).
k=1
On remarque que Q(0) = —1, ce qui donne :
2023 2023
—1=X]] (=k) = A(=1)*** [] k = —X x 2023
k=1 k=1
Ainsi A = 555, puis
' 2023
2024) = 2024 — k).
Le changement d’indice ¢ = 2024 — k donne :
2023
2024) = (=1
Q024 = 331 g

Comme @) = X P — 1 alors :

1
P(2024) = 5o (14 Q(2024)) = 1o

Finalement :  P(2024) = .

Exercice 3.

On note T une période f.

1. Comme T est une période de f alors :
VeeR  fz+T)=f(x).

La dérivée de la fonction x — x + T est la fonction z — 1, donc en dérivant on obtient
par composition :

VeeR  flz+T)=f().

La fonction f’ est donc périodique de période T
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2. Comme la fonction f est T-périodique alors :
 f(0) = F(T).
La fonction f est de classe C!, donc :
e f est continue sur [0, 7],
o f est dérivable sur |0, 7.
D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € 10,77 tel que f'(¢) = 0.
Comme la fonction f’ est T-périodique alors :

VnelZ  f(e+nT)=0.

Ceci montre que f’ s’annule en un nombre infini de points.

3. Comme la fonction f est de classe C! alors la fonction f’ est continue.
Une fonction continue sur un segment est bornée, donc la fonction f” est bornée sur le
segment [0, 7).
Comme elle est T-périodique alors elle est bornée sur R tout entier.
En effet la périodicité montre que pour tout n € Z :  f([nT, (n+ 1)T]) = ([0, 7)),
et comme R = U,¢z [T, (n + 1)T] alors :

f(R) = f(U (0T, (n + 1)T]) = f([0,T7)
nez

Soit M un majorant de |f’| sur R. Alors :

e f est dérivable sur l'intervalle R.

e Pour tout t e R: |[f(t)| < M.

L’inégalité des accroissements finis montre que la fonction f est M-lipschitzienne.

4. Pour tout n € N* on définit la propriété :
P, : La fonction f™ est périodique et s’annule en un nombre infini de points.

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N*,
Initialisation. Les questions 1 et 2 montrent que la propriété P; est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un n € N* la propriété P, est vraie.

Alors f(™ est périodique. Comme f est de classe C*® alors f(™ est de classe C'.
D’apres les questions 1 et 2, appliquées a la fonction (™, sa dérivée f(*+1) est périodique
et s’annule en une infinité de points.

Donc la propriété P, est vraie.

L’hérédité est démontrée.

Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N* .

Ainsi pour tout n € N la fonction f™ s’annule en une infinité de points, donc il existe
a, € R tel que f™(a,) = 0.

page 3/6



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°10

Exercice 4.

On note P : R — R la fonction polynomiale x +— P(x).

1. On applique le théoreme de Rolle sur chaque intervalle [a;, a;41], pour i allant de 1 a
k—1.
Comme la fonction P est polynomiale alors elle est dérivable, donc pour tout i =
1,....,k—1:
e La fonction P est continue sur [a;, ;1]
e La fonction P est dérivable sur |ay, a;y1].
e P(a;) = P(ayy1) car oy et oy q sont racines de P.
D’apres le théoreme de Rolle il existe f3; € |a;, a;41] tel que P'(3;) = 0.
En particulier :
a1<61<042<--~<5k,1<ak.
Ceci montre que les réels aq, ..., ag, 51, ..., Br_1 sont deux-a-deux distincts.

2. Pour tout ¢ = 1,...,k, soit m; la multiplicité de «; en tant que racine de P.
Comme P est scindé dans R[X] et aq,. .., a sont ses racines alors :

k
P=X[(X —a)™ avec A\ € R. (%)

i=1

Soit n le degré de P. Comme P est non-nul alors n € N, et 'égalité (x) montre que :

k
i=1

Par propriété des polyndémes chaque «; est racine de P’ de multiplicité m; — 1, donc P’
est multiple de (X — a;)™ ! pour tout i =1,..., k.

De plus chaque f; est racine de P’, donc P’ est multiple de (X — ;) pour tout i =
1. k—1.

Comme les réels aq, ..., ax, 1, ..., Br_1 sont deux-a-deux distincts alors les polynémes
(X —a1),..., (X —ag), (X =05),...,(X — Bx_1) sont premiers entre eux deux-a-deux,
donc P’ est multiple de :

Q=

k
1=

(X — )™ x f[ (X — 8.

1

Le degré de ce polynome est :

(mi—1)+> 1=n—k+k—-1=n-1

k k—1
=1 i=1

)

Comme le polynéme P’ est de degré n — 1 alors il existe u € R tel que P’ = u@, ce qui
montre que P’ est scindé.

On peut ajouter que son coefficient dominant est © = nA.
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Exercice 5.

1. Soit zy un point de R. Comme f est 1-lipschitzienne alors :
VeeR  |f(x) = flzo)| < |z — |
Par théoreme de comparaison :

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Ceci montre que f est continue en xy.
Ceci est vrai pour tout zg € R donc f est continue sur R.

2. Soit x et y deux points de A.
Alors z et y sont points fixes de f, i.e., f(x) =x et f(y) =y.
Quitte a les inverser on peut supposer que x < y.
Soit z un réel tel que x < z < y. Comme f est 1-lipschitzienne alors :

[f(2) = flo)l <lz—2| et [f(2) = fly)l < |z =yl
comme r < z<yalorsz—x>0ety—22>0, donc :
r—z2< flz)—flo)<z—x et z—y< f(z)— fly) <y-—=z
Comme z et y sont points fixes de f :

f(z)—y<y—=

Z— et Z—Y <
z et z2< f(z2) <2y — 2.

puis 2z — 2z < f(2)

On obtient f(z) < z et z < f(z), donc f(z) = z par antisymétrie.
Ceci montre que z € A.

On a démontré que pour tous x et y éléments de A et z élément de R, si z < 2z < y
alors z € A :

V(z,y) € A? VzeR (x<z<y = z€A.

Par définition A est un intervalle.

page 5/6



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°10

3. Comme A est non-vide et borné alors d’apres les propriétés des bornes inférieures et
supérieures A admet un plus petit majorant et un plus grand minorant, donc une borne
inférieure et une borne supérieure.

Soit a = Inf A et b = Sup A.

Comme a est le plus grand minorant de A alors pour tout n € N le réel a + % n’est pas
un minorant de a, donc il existe a,, € A tel que a,, < a + %

Comme a, € A alors a < a,, donca < a, <a+ %
On a ainsi construit une suite (a,)neny d’éléments de A vérifiant :

1
Vn € N a<a, <a+ —.
n

Par théoreme d’encadrement la suite (a,)nen converge vers a.
Comme f est continue alors la suite (f(a,))nen converge vers f(a).
Comme pour tout n € N, a,, € A alors f(a,) = ay,.

Par unicité de la limite f(a) = a, i.e., a € A.

Ainsi Inf A € A : a est le minimum de A.

On démontre de méme que Sup A € A : b est le maximum de A.

Ainsi A est un intervalle borné, admettant un minimum et un maximum, donc A est
un segment : A = [a,b)].
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