Lycée Bellevue — Toulouse 5 avril 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir Surveillé n°6

Exercice. (8 points)

1. (2 points) On écrit f(z) = (1 + tan x)_% puis on utilise les développements limités :

tanx = x + aéj +0(9c3)

a O‘(O‘_Dz a(a—l)(a—2)3 3
(1+w) (—)1+au+Tu+ 5 u+0(u)
Ceci donne :
1
fla) = [1+ +$3+(3) h
I(o_) T 3 oz
Y PANEA I +x32 ° +$33+(3)
=1—=|lz+ — —Nz+— | ——|ax+— olz
(0) 2 3 8 3 16 3
Finalement :

13, 23, ;
f(x) 5 1—§x+§x - &Y —l—o(a: )

2. (3 points) Posons h = x — 1. Alors x = 1 + h, et h tend vers 0 lorsque z tend vers 1.

Ensuite :
f) =2 (0 E - (2- ()7
5 ;(1 + ;h+ ?ffﬂ +o(h?) = (1= 7h —21h? +o(h2))5)
1/, .7, .35 7. Tx19
5 7 (L ghs gt = e g =i (12))
= h+3h*+o(h?).

On en déduit :

f(@) = (o =1)+3( - 1)? +o((z —1)2).

Ce développement limité montre que la droite d’équation y = x — 1 est tangente a la
courbe de f au point d’abscisse 1, et comme le terme 3(z — 1)? est toujours positif la
courbe est au-dessus de sa tangente au voisinage de ce point.
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L’allure de la courbe de f au voisinage de 1 est la suivante :

7
3. (3 points) La fonction sinus est de classe C* sur R, donc de classe C* en 0. On peut
alors appliquer la formule de Taylor-Young.

0

Les trois premieres dérivées successives de la fonction sinus sont : sin, cos, — sin.
V3 1

s P S VA S §
Leurs valeurs en g sont : 5, %*, —3.
Le développement limité de la fonction sinus au voisinage de g a l'ordre 2 est donc :

Soit maintenant u,, = 2 sin 6:3:1. Soit h = % Alors :

. a T 1
U, = 2sin =2sin |- X —
6+ h 6 1+¢

T h . (™ Th
o 2sin <6 X (1 —% + o(h)>> o 2sin (6 ~ 36 + o(h)).

Le développement limité de sinus en ¢ donne :
u, = 1++/3 _mh + o(h).
" h—0 36

Soit le développement asymptotique :

™3 (1)
U, =1———+o(—
36m n
Pour finir :  u? = e""¥ comme wu, P 1 alors In(u,)~wu,—1 donc:
3 3
nlnu, ~n(u, — 1) = —M +o(l) —— —M.
36 n—+00 36

On en déduit, par continuité de la fonction exponentielle :

. _
lim w, =e 736 .
n—-+00

B
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Probléme 1. (25 points)
Partie A.

1. (4 points) On remarque que ug et uy sont combinaisons linéaires de u; et uy :

2up 4 ug = (0,2, -2,4) + (—1,0,2,1) = (=1,2,0,5) = us
w — 2up = (0,1,-1,2) — (=2,0,4,2) = (2,1, —5,0) = uy

On en déduit que F' = Vect (uy, us), donc la famille (uq,us) est génératrice de F.

Cette famille est libre car les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, donc c’est une
base de F'. Cette base contient deux vecteurs donc F' est de dimension 2.

Pour déterminer la dimension de G on en cherche une famille génératrice, en simplifiant
ses équations, ceci par opérations élémentaires :

{x+2y+z—t:0 {x+2y+z—t:0 (L ¢ Ly — 2L,)

20+ y+z2z+t=0 —3y—2+3t=0

r+2y+ z2—-1t=0
Ly + —iL
{ y+iz—t=0 (L2 = =5L2)
T 4+ iz+t=0
<~ ? (L1<—L1—2L2)

Ceci donne :

G= {(x,y,z,t) €EE|x=—3z—1 et yz—éz—i—t}
{(-3e—t,—tz+t,2t) | (21) €R?}
= Vect (v1, v2) avec vy =(1,1,-3,0) et wy=(—1,1,0,1)

La famille (v1,v9) est génératrice de G, elle est libre car vy et v, ne sont pas colinéaires,
donc c’est une base de G. En conséquence GG est de dimension 2.

2. (2 points) On détermine l'intersection F' N G.
Les vecteurs de I sont les vecteurs u = A\juy + Aaug ot (A, Ag) € R? :

u = >\1U1 + /\QUQ = (—/\27 /\1, —/\1 + 2)\2, 2/\1 + /\2)

Un tel vecteur appartient a G si et seulement s’il vérifie ses équations. En notant
u = (z,y, z,t) on obtient :

$+2y+2—t:0 —)\2+2)\1—)\1+2>\2—2)\1—)\2:0
—)\1 :0 o o
= {2)\1+)\2_0 — M=X=0

Ceci démontre que FNG = {0g}.
De plus on sait que dim F' = dim G = 2 et dim £ = 4. Par théoreme :

Comme FNG={0g} et dimF+dimG=dimFE alors EFE=F&G

Ainsi F' et G sont supplémentaires dans F.
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Partie B.

1. (1 point) Par définition ¢ est une forme linéaire, donc une application linéaire de E
dans K. Comme ¢ est non-nulle alors il existe ug € E tel que ¢(ug) # 0.

Ainsi p(ug) € K*, donc uy = @uo est bien défini. Par linéarité :

1
plur) = ——<p(ug) = 1.
Y o(uo)
Il existe donc bien un vecteur u; de E tel que p(uq) = 1.

2. (a) (1 point) Soit u € E. Alors p(u) = p(u)u; est bien défini, ¢’est le produit du scalaire
©(u) par le vecteur u; de E, donc c¢’est un vecteur de F.

Ceci montre que p est une application de E dans F.
Démontrons qu’elle est linéaire. Soit (u,v) € E? et A € K. Alors :

p(Au+v) = p(Au+ v)uy
= (Ap(u) + »(v))us car  est linéaire
= dp(u)ur + @(v)ur = Ap(u) + p(v)

Ceci est vrai pour tous vecteurs u et v de F et tout scalaire A\, donc p est linéaire.
Finalement p est un endomorphisme de F.

(b) (1 point) Soit u € E. Alors :

pop(u) = ple(u)u)
= p(u)p(uy) par linéarité de p
= p(u)p(ur)u par définition de p
= p(u)u; = p(u) car o(uy) = 1.

On a démontré que pour tout u € E: pop(u) = p(u).
Ainsi p o p = p et par théoreme p est un projecteur de E.
(¢) (2 points) Par définition p est le projecteur de E sur son image parallelement & son
noyau.
Comme ¢(uy) # 0 alors u; # Og, donc :

Vue B pu) =0 <= puwu =0g
—  p(u) =0k car u; # Og

< u€kerop.

Ceci montre que kerp = ker p = H.

Ensuite pour tout u € F on a p(u) = ¢(u)u; € Vect (uy), donc imp C Vect (uq).
Réciproquement, comme ¢(u;) = 1 alors p(u;) = wuq, puis pour tout A € K :
p(Aup) = Auy. Ceci montre que Vect (uq) C im p.

Par double inclusion im p = Vect (u;) = D.

On a démontré que p est le projecteur de E sur D parallelement a H.
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(d) (1 point) Comme p est le projecteur de E sur D parallelement a H alors H et D
sont supplémentaires dans £ : EF=H ® D.

3. (a) (1 point) Soit v € D. Comme D = Vect (uy) alors il existe A € K tel que u = Au;.
Par linéarité de y :

x(u) = Ax(ur) = AW (ur) — ap(ur)).

Comme a = ¥(uy1) et p(uy) =1 alors x(u) = 0.
On a démontré que pour tout u € D :  x(u) = 0.
(b) (1 point) On suppose que H = K donc H = ker ¢ = ker .
Pour tout u € H on a donc ¢(u) = ¢(u) = 0, puis x(u) = 0.
On a démontré que pour tout u € H :  x(u) = 0.
(¢) (1 point) Soit u € E.
Comme F = H & D alors il existe v € H et w € D tels que u = v + w.
Par linéarité de x :  x(u) = x(v) + x(w).
Comme x est nulle sur H et sur D alors x(u) = 0, et comme ceci est vrai pour tout
u € E alors x est nulle sur E': x = 0gp k).
On en déduit ¥ = ap avec o € K, ce qui montre que ¢ et ¥ sont proportionnelles.
4. (a) (1 point) L’application ¢ : E — K est linéaire et non-nulle. son image est donc de
dimension au moins 1, et comme elle est incluse dans K alors elle est égale a K :
imp =K.
Comme F est de dimension finie alors on peut appliquer le théoreme du rang.
Il montre que : dim F = dim ker ¢ 4+ dim im ¢.
On en déduit dimkerp =mn — 1, et comme H = ker ¢ alors dim H =n — 1.
On démontre de la méme fagon que dim K =n — 1.
(b) (2 points) Si K \ H est vide alors K C H.
Comme dim K = dim H alors ceci implique K = H, ce qui est supposé faux.
Ainsi K \ H est non-vide, donc il existe w; € K \ H.

Comme w; ¢ H = ker ¢ alors p(w;) # 0. On pose alors v; = @wl, par linéarité
de ¢ on a p(vy) = 1, et comme v; est colinéaire a w; alors v; € K.
De méme H \ K contient au moins un vecteur wy, et le vecteur vy = mwg est

élément de H vérifiant ¢(vy) = 1.
(c) (1 point) Soit A et Ay deux scalaires tels que A\jv; + Agvg = Op.
Alors par linéarité de ¢ :

)\1@(1)1) + )\2§0<U2) = OK.

Comme vy € H alors ¢(vy) = 0. Comme ¢(vy) = 1 alors \; = 0.
De méme en appliquant ¢ on montre que Ay = 0.
On a démontré que :

V()\l, /\2) € K2 AU + Avy = 0g - Al = Ay = Ok.

Ainsi la famille (vq, v9) est libre.
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5. (3 points) D’apres la question 2 ci-dessus, les applications p; : u — p(u)vy et pg @ u —
¥ (u)vg sont des endomorphismes de F.
Comme g = p; + ps alors par somme ¢ est un endomorphisme de E.
Soit u un vecteur de E. Par linéarité de ¢ :

qoq(u) = q(p(u)vr + P(u)v2) = p(u)g(vr) + P (u)q(va).
On sait que ¢(v1) = 1(v2) = 1 et ¥(v1) = p(ve) = 0 donc on peut calculer :
q(v1) = p(ot)vr + Y(o)va =01 et q(v2) = @(v2)vr + Y(v2)v2 = V2.

On en déduit :
Vue B qoq(u) = e(u)v +P(u)vy = q(u).

Par théoreme ¢ est un projecteur.
Soit u un vecteur de E. Par définition du noyau :

u€kerq <= qu)=0 <= v +1Y(u)vy=0g.
Comme la famille (vq,v) est libre :
e(u)vy + Y(u)ve = 0p = o(u) = (u) = Ok.
Finalement :
ou)=1v(u) =0k <= wuckerp et uckery <<= wuweHNK.

Ainsi le noyau de g est : kerg=HNK.

Pour le calcul de I'image on remarque que :
Vue B q(u) = @(u)vy + (u)vy € Vect (v, v2)

Ceci montre que im ¢ C Vect (vq, vg).

Réciproquement, on sait que q(v1) = vy et q(ve) = vq, donc (vy,v9) C imgq.
Comme im ¢ est un sous-espace vectoriel alors Vect (vy,v9) C img.

Par double inclusion : im ¢ = Vect (vq, vg).

Ainsi ¢ est le projecteur sur Vect (v1,v9) parallelement a H N K.
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Partie A (suite).

3. (1 point) Les vecteurs de F' sont les vecteurs :
U= AU + AUy = (—)\2, )\1, -\ + 2/\2, 20 + )\2) avec ()\1, )\2) € R?

On calcule qu'un tel vecteur satisfait ’équation x + 2y + z — t = 0 si et seulement
si —A; = 0. On choisit donc w; = uy = (—1,0,2,1). On vérifie qu’il ne satisfait pas
I’équation 22 +y + 2+t = 0.

On calcule ensuite qu'un tel vecteur satisfait I’équation 2z + y + z + t = 0 si et seule-
ment si Ay = —2X;. On choisit wy = u; — 2us = uy = (2,1, —5,0). On vérifie qu’il ne
satisfait pas I’équation = + 2y + 2z —t = 0.

4. (2 points) Notons ¢ et 1 les formes linéaires de E définies par :
V(z,y,2,t) € E o(r,y,z,t) =2x+y+z+tr et U(x,y,2,t) = x+2y+2—t.

Ces formes linéaires sont non-nulles et ne sont pas proportionnelles.

On note H le noyau de ¢ et K celui de ¥. L’intersection de ces deux hyperplans est
I'ensemble des vecteurs de F satisfaisant les deux équations ¢(u) = 0 et 1p(u) = 0.

Il s’agit du sous-espace vectoriel G : G =HNK

Par construction le vecteur w; obtenu dans la question précédente appartient a K mais
pas a H, car {(wy) = 0 et p(w;) # 0.
De méme le vecteur wy appartient a H mais pas a K.

1 1

P(w2)

2w W1 et vy =

On pose v, =
(—2,—1,5,0).
Ces deux vecteurs appartiennent au sous-espace vectoriel F' car ils sont colinéaires a
wi et wsy. Ils ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre de F. Comme
celui-ci est de dimension 2 alors ils forment une famille libre maximale de F', donc une
base de F. On en déduit que F' = Vect (vy, va).

L’application de E dans E définie par q(u) = ¢(u)v; + (u)vy est d’apres la partie
précédente le projecteur de E sur Vect (vq, vy) parallelement & HN K, donc le projecteur
de F sur F parallelement a G.

wy. Ceci donne vy = uy = (—1,0,2,1) et vy = —uy =

On peut expliciter 'expression q(u) = p(u)vy + 1 (u)vy :

V(x,y,2,t) € E

Par exemple pour e¢; = (1,0,0,0) :

q<€1) = 2(_1707 2’ 1) + <_27 _17 570) = (_47 _179; 2)
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Probléme 2. Etude d’une suite implicite (18 points)
1. (a) (1 point) La fonction f : z — < est dérivable sur R%, de dérivée z — — .
Ainsi f(2) = 3 et f/(2) = —3, donc une équation de sa tangente est :
o x =2 . I 1=
YTy T Ty

(b) (2 points) La fonction f est deux fois dérivable sur R, de dérivée seconde z — 3.
Cette dérivée seconde est positive sur R7, donc f est convexe.
Par suite la courbe de f est au-dessus de toutes ses tangentes, en particulier de sa
tangente en z = 2.
On en déduit :

~ | =

t
Vit e [1,3] 1—1<

Par croissance de l'intégrale :

On calcule :
3 273 3
/(1—t)dt: P R s,
1 4 8 1 1t

On a donc démontré : In3 > 1.
2. (a) (1 point) La fonction f,, est dérivable sur R* , de dérivée f} :z+— 1 -2 =
Elle est donc croissante sur |0,n| et décroissante sur [n, +o00].

n—x
n

Ces variations sont strictes car f; ne s’annule qu’en un seul point, i.e., au point n.
Par somme de limites : lim f,(2) = +o0.
r—r

>

Par croissances comparées :  lim f,(z) = +oc.
T—>+400

(b) (2 points) La fonction f,, est continue, strictement décroissante sur |0, n] et stricte-
ment croissante sur [n, +00[. Par théoreme elle réalise une bijection de ]0,n] dans
[fn(n),4+00[ et de [n,4+o0[ dans [f,(n), +ool.
Sin > 3alors Inn > In3, donc Inn > 1 d’apres la question précédente, et ainsi
fa(n) <0.
Le réel 0 appartient alors a l'intervalle [f,(n), 400, donc il admet un et un seul
antécédent par f dans l'intervalle |0,n] et un et un seul dans 'intervalle [n, +oo.
Nous avons démontré que si n > 3 I’équation f,(z) = 0 admet donc exactement
deux solutions z,, et y,, et ces deux solutions vérifient 0 < z,, < n < Y.

(c) (1 point) D’apres la question précédente :  Vn >3 y, > n.
Par théoréeme de comparaison la suite (y,),>3 tend vers +o0.
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3. (a) (1 point) Par définition :  Vn >3 f,(x,) =0.
Ceci montre que z,, = nlnx,.
Ceci est valable pour tout n > 3, donc z,,41 = (n+ 1) Inx,41.
_ Tn+1

On en déduit f,(zp41) = Tpe1 —nlnz, =Inz, = i
Comme x,11 € |0,n] alors f,(z,+1) > 0, et donc fr(n11) > ful(zs).

(b) (2 points) Les réels x,, et x,41 sont dans U'intervalle |0, n], la fonction f,, est stric-
tement décroissante sur cet intervalle.

La relation f,(zp41) > fu(z,) montre donc que z,11 < .
Ainsi la suite (z,),>3 est décroissante.
Or elle est minorée par 0 donc par théoréeme de la limite monotone elle converge.

In
n

(¢) (1 point) La relation f,(x,) = 0 montre que x, = nlnx,, ce qui donne Inz,, =

xT

La suite (x,),>3 converge donc elle admet une limite finie, et donc la suite (7”) s
nz

converge vers 0.
Ainsi la suite (In,),., converge vers 0.

La fonction exponentielle étant continue, la suite (x,,),>3 converge vers e’ = 1.

4. (a) (1 point) Posons h = x — 1. alors x = 1 + h puis :

In(1+ h) h? h? 3 s s ,
p(l+h) ==~ 5, (h—2+3+o(h) x (1=h+h? =+ o(h*)).
On obtient : 5 .
_ 232 113 3
©(1+h) o h 2h + 5 h° + o(h?). (1)
Le développement limité de ¢ au voisinage de 1 est donc :
- 3 , 11 5 )
o) = (@=1) ==+ (1) +o((x—1)%).

(b) (2 points) La fonction ¢ est de classe C*> sur R’ par quotient.
D’apres la formule de Taylor-Young son développement limité a ’ordre 1 est :

o) = @(1) + @) — 1) +of(z — 1)).

Or le développement limité de ¢ en 1 a été calculé ci-dessus.

Par unicité du développement limité on en déduit que ¢'(1) = 1.

Cette valeur est strictement positive. La fonction ¢’ est continue (car ¢ est de classe
C*>) donc elle est strictement positive sur un voisinage de 1.

Soit V' un tel voisinage.

La fonction ¢’ est alors strictement positive sur V', donc ¢ est strictement croissante
sur ce voisinage. De plus ¢ est continue, donc par théoreme elle réalise une bijection
de V dans ¢(V).

Conformément & ’énoncé on note dans la suite ¢ : (V') — V la fonction réciproque
de cette bijection.
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5. (a) (1 point) La fonction ¢ est dérivable sur V' par restriction, et ¢’ est strictement
positive sur V.

Par théoreme sa fonction réciproque est dérivable sur son ensemble de définition
p(V).

De plus ¢ est de classe C* sur V, donc par théoreme sa réciproque est de classe
C* sur cet ensemble ¢(V).

Ainsi la fonction ¢ est de classe C* sur (V') donc elle admet un développement
limité en tout point a tout ordre.

Comme 1 € V alors (1) € p(V) donc 0 € p(V).
Ainsi ¢ admet un développement limité a 'ordre 3 en 0.
Comme (1) = 0 alors ¥(0) = 1 donc ce développement limité est de la forme :

Y(x) = ltaz+ ba? + cx® + o(z?).

T—

(b) (2 points) Comme v : p(V) — V est la réciproque de ¢ : V- — (V) alors :

VeepV)  p((r) =

Ceci donne :
T = gp(l + ax + br? + cx® + 0(m3)).

T—

Soit h(z) = ax + bz* + cx® + o(x?). Comme h(x) — 0 alors le développement
z—
limité (1) donne :
r = (ax + bx? + cx3) — §(am + ba® + cx3)2 + E(ax + bx? + cx3>3 + 0(x3)
z—0 2 6 '

Apres calcul :

3 5\ 2 11 4\ 3 3
T a:z:+<b—2a>x +<c—3ab+6a)x +o(x).

ziO
Par unicité du développement limité :

3 11
a=1 b—§a2:O c—3ab—|—€a3:0.

On en déduit a =1, b = % et c = %, d’ou le développement limité :

_ 3 o 8 3 3
() = 1+x+§x —l—gx —l—o(x )
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6. (1 point) On sait que pour tout n € N:  f,(z,) = 0.

‘it e, 1 _1
On en déduit 2 = =, donc ¢(z,) = 5.

Justifions que 'on peut appliquer la fonction ¢ a cette égalité. Ceci donnera x,, = w(;)

n
et permettra d’utiliser le développement limité de la question précédente.

Comme V' est un voisinage de 1 alors il contient l'intervalle [1 — ¢, 1 + €] pour un réel
¢ strictement positif.

Comme ¢ est strictement croissante sur cet intervalle alors ¢(V') contient l'intervalle
[o(1—¢),0(1+¢e)], et p(1 —¢) < (1) < p(l+¢), donc (V) est un voisinage de 0.
Ceci montre qu’a partir d’un certain rang + € ¢(V), donc ¢(2,) € (V). Par applica-
tion de la fonction 1, qui est définie sur ¢(V') on en déduit x, = w(%>

Le développement limité de ¢ en 0 donne alors :

L8 8+<1>
e T o Tam T\

Ceci est le développement asymptotique de x,, lorsque n tend vers +oo.
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