Lycée Bellevue — Toulouse 18 mars 2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°11

Partie A.

Dans 'espace vectoriel E = R* on note :
F = Vect (uq,ug,u3) avec w3 = (1,1,1,1) wue=(1,2,3,4) wuz=(1,3,6,10)
G=A{(x,y,z,t) e E| z+y=2z+1t=0}.

1. Les vecteurs uy, us, uz appartiennent a £ et F' = Vect (uy, ug, u3z) donc par propriété
F' est un sous-espace vectoriel de F.

De plus la famille F = (uy, us, ug) est génératrice de F.
Démontrons qu’elle est libre.
Soit A1, Ag, Az trois réels tels que Ajuy + Aous + Azuz = 0g. Ceci équivaut au systeme :

/\1+ /\Q—f- /\3:0
A+ 20+ 3A3=0
A+ 33X+ 6A3 =0
A1+ 44Xy + 10A3 = 0.

S :

L’algorithme du pivot de Gauss donne les équivalences successives :

)\1“‘ )\2‘|’ )\320 >\1+)\2+ )\320 )\1"’)\2“‘ )\3:0

g~ A2+ 203 =0 A2+ 203 =0 Ao +2X3 =0
2)\2"‘5)\3:0 )\320 )\3:0

32 + 93 =0 33 =0 0=0.

Il admet pour unique solution (A1, Ag, A3) = (0,0,0).
On a démontré que :

V()\l, )\2, )\3) € Rg )\1’&1 + )\QUQ + )\31,63 = OE — )\1 = )\2 = )\3 =0

Ceci montre que la famille (uy, ug, ug) est libre.

Finalement la famille F est libre et génératrice de F', donc c’est une base de F' et ainsi
F' est de dimension 3.

Pour ’ensemble G on écrit :
G=A{(rv,y,z,t) e E| y=—2 et t=—z}
= {(x, —z,2,—2) | (z,2) € R2} = Vect ((1,-1,0,0),(0,0,1,—1)).

Notons v; = (1,—1,0,0) et v = (1,—1,0,0). Alors G = Vect (v,v3) avec vy et vy
appartenant a E donc G est un sous-espace vectoriel de F.

De plus la famille G = (v, v2) est une famille génératrice de G.

Comme les vecteurs vy et v, ne sont pas colinéaires alors elle est libre, et donc c¢’est une

base de G.

On en déduit que G est de dimension 2.
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2. Soit u = (z,y, z,t) un vecteur de F'NG.
Comme u € F alors il existe (A, A2, A3) € R3 tel que u = A\juy + Agug + Azus.
Ceci donne le systeme :
M+ A+ A=
AL+ 20 + 33 =
)\1+3/\2—|— 6/\322
A1+ 44X + 103 = ¢

Comme u € G alors x +y = z 4+t =0, donc A\q, A2, A3 vérifient le systeme :

o 2B 4 =0
"1 2A1 + TAy + 16X5 = 0.

< B

Par I’algorithme du pivot de Gauss :

S,N 2)\1+3)\2+ 4)\3:0 - 2)\1—|— —5)\320 N /\1: %)\3
+ 4y + 1203 =0 + X+ 3 =0 Ay = —3)s.

Ainsi le vecteur u appartient a F'N G si et seulement si il existe A3 tel que :
U= %Agul — 3A3ug + Aguz = )\3<gu1 — 3ug + Us)-
Ceci montre que :
FAG = {)\3(%?“ — 3y —|—u3) ‘ A\; € R} = Vect (%ul — 3uy +u3) .

On calcule : gul — 3us + uz = %(1, —1,—-1,1).

Soit wy = (1,—1,—1,1). Alors ' NG = Vect (%wl) = Vect (wy) :
FNG = Vect (w) avec wy;=(1,—-1,—1,1).
La famille (wy) est génératrice de F' N G, elle est libre car w; est non-nul, donc c’est
une base de FFNG.
On en déduit que F' N G est de dimension 1.

3. Soit u = (z,y, z,t) un vecteur de E. Alors u appartient & F' si et seulement s’il existe
(A1, Ao, A3) € R? tel que u = Ajuy + Aaus + Azus, donc si et seulement si :

A+ X+ A3 =
AL+ 20+ 3X3 =
)\1 + 3)\2 + 6)\3 =z
)\1 -+ 4)\2 + 10)\3 =t.

< 5

L’algorithme du pivot de Gauss déja appliqué dans la question 1 montre que ce systeme
équivaut a :
)\1 + )\2 + )\3 = T
Ao+ 2 3=—x+ vy
+ 3= = — 2y +=z
0= -2+ 3y -3z + 1.

Ce systeme admet une solution si et seulement si  — 3y + 3z — ¢t = 0.
Ainsi F' admet pour équation x — 3y + 3z —t =0, i.e., :

F={(z,y,2,t) e E| x —3y+3z—t=0}.

On peut vérifier que les vecteurs uy, ug, ug satisfont cette équation.
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4. La question précédente permet de donner une autre famille génératrice de F' :

F={(z,y,2,t) e E| t=x—3y+ 3z}
:{(x,y,z,x—3y+3z)| T,Y, % ERB}
= Vet (1,0,0,1),(0.1,0,-3). 0.0,1.3))
= Vect (u},uy, uy) avec wuj=(1,0,0,1) wuh=(0,1,0,—-3) wuz=(0,0,1,3).

Notons F’ cette nouvelle famille génératrice :  F' = (uf, ub, u}).
Comme F' = Vect (F') et G = Vect (G) alors F'+ G = Vect (F' U G), c’est-a-dire :

F +G = Vect( (1,0,0,1), (0,1,0,-3),(0,0,1,3), (1,-1,0,0),(0,0,1,—1) ).

’ I ’ v v
Uy Ugy Ug ! 2

Soit (eq, e, e3,€4) la base canonique de F.

On remarque que g = 1(uy — v2), e3 = 3 (us + 3vs), donc ez € F + G et eg € F + G.
Comme e; =u] —eg et ea =u,+3eq alorse; € F+Getey € F+G.

Finalement (e, e9,e3,64) C F+ G.

Comme F'+ G est un espace vectoriel de E alors il est stable par combinaisons linéaires
et donc Vect (eq, e9,e3,64) C F + G.

Ceci donne E C F + G, et on sait que F'+ G C F car F et GG sont des sous-espaces
vectoriels de FE.

Par double inclusion F' + G = FE.

5. Comme D = Vect (uy) avec uy € E alors D est un sous-espace vectoriel de F.
Démontrons que £ = F & D.
Méthode 1. L’application ¢ : F —R est une forme linéaire.
(x,y,2,t) —> x—3y+32—1
En effet elle est de la forme (x,v, 2,t) — ax + by + cz + dt avec (a,b,c,d) € R
On remarque que F' = ker ¢, donc par définition F' est un hyperplan de E.
Comme ¢(uy) = —1 # 0 alors uy € F et donc D n’est pas inclus dans F.

Par théoreme ceci impose que F' et D sont supplémentaires. En effet, toute droite non
incluse dans un hyperplan en est un supplémentaire.

Méthode 2. On démontre que FND = {0g} et F+D = E.

Soit wu e FND.

Comme u € D alors il existe A € R tel que u = Auy, i.e., u= (0, A\, \, A).

Comme u € F alors u satisfait ’équation x — 3y + 3z —t et donc —\ = 0, puis u = Og.
Ainsi FND C{0g}.

L’inclusion inverse est vraie car F' et D sont des sous-espaces vectoriels de FE.

Par double inclusion F NG = {0g}.

Pour démontrer que F'+ D = F on proceéde comme dans la question précédente :

F+ G = Vect( (1,0,0,1),(0,1,0,-3),(0,0,1,3),(0,1,1,1) ).

/ u
Us 4

U

1 2
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On calcule :  uy —uy —uj =e4. Donces € F 4 D.
Comme e; = u] — eq, e5 = u), + 3ey, €3 = uy — 3ey, alors (eq,eq,e3,e4) C F 4+ D.

Comme F'+ D est un sous-espace vectoriel de F alors Vect (ey, €9, €3,e4) € F'+ D, donc
ECF+DCE,etenfin F+ D =FE.

Comme FND ={0g} et F+ D =Falors E=F&D.
6. Soit p le projecteur de E sur F' parallelement a D.
(a) Soit u = (z,y,2,t) € E. Alors u — Aug = (x,y — A\, 2 — A\, t — A).
Ce vecteur appartient a F' si et seulement s’il vérifie son équation x—3y+3z—t =0

u—Auy € F = r—=3y—AN)+3z=AN)—-(t—XN)=0
— A=—2+4+3y—32+t

Ainsi, pour A = —x + 3y — 3z + t le vecteur u — \uy appartient a F'.
(b) Soit u = (z,y, z,t) € E, et soit A = —x + 3y — 3z +t. Alors :

uw=(u—Aug) + My  avec (u—Aug) €F et Auy € D.

Cette écriture est donc la décomposition de u selon la somme directe £ = F & D.
Par définition du projecteur p on en déduit p(u) = u — Auy.
On obtient :

p(z,y,2,t) = (x,y,2,t) + (x — 3y + 32 — t)(0,1,1,1)
=(r,x —2y+3z—t,x —3y+4z—t,x — 3y + 3z2).

(c) On calcule :  p(u;) =p(1,1,1,1) =(1,1,1,1) =uy
p(U2> :p<1a27374) = (17273a4) = U2
p(us) = p(1,3,6,10) = (1,3,6,10) = us

p(U4) =D 0717171) = (07070,0) = 0p.
Effectivement, comme p est le projecteur de E sur F' parallelement a D alors;
Vue F puy=u e YueD p(u)=0g

Comme u;, ug, ug appartiennent a F alors ils vérifient p(u) = u, et comme uy € D
alors il vérifie p(u) = Op.
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Partie B.
L. (a) Soit (A1,..., Ap, fi1,- - ., f1q) des scalaires tels que :

Aty + - 4 Aty + pavy + -+ pgvg = Op.

La famille (uy, ..., u,) est une base de F' donc elle est génératrice de F, et la famille
(v1,...,v,) est une base de G donc elle est génératrice de G.

Comme F' et GG sont stables par combinaisons linéaires :
Mug + -+ Ay, € F et v + - v € G
Or d’apres 'égalité ci-dessus :
At + - Apuy = — (o1 + -+ pgUg).
Ce dernier vecteur appartient donc a F' et a G.
Or F' et G sont supplémentaires, donc F NG = {0g}, et ainsi :
Aug 4 Apup = v+ - 4 gt = Op.

Les familles (uq, ..., u,) et (vq,...,v,) sont des bases de F' et de G respectivement
donc elles sont libres, ce qui montre que :

M=-=d=p==p,=0.
On a démontré que :
V(AL oy Apy iy ey fhg) € KPHE
Aty + - AUy + vy - pgu = 0p
— M=-=dN=p==p,=0.
La famille B est donc libre.

(b) Soit w un vecteur de E.

Comme F' et GG sont supplémentaires dans E alors £ = F + G et donc il existe
u € Fetovedtels que w =u+v.

Comme la famille (ug,...,u,) est génératrice de F' alors il existe (Ay,...,\,) € K?
tel que u = Ajug + -+ - + A\pu,.
Comme la famille (vy,...,v,) est génératrice de G alors il existe (yu1,. .., p,) € K9

tel que v = pv1 + - -+ L0,
Or w = u + v, donc il existe (A1, ..., Ap, f1, ..., ptg) € KPF? tel que

W= MUy + -+ ANy + (v + -+ g,

Tout vecteur de E est combinaison linéaire des éléments de B, donc la famille B est
génératrice de F.

(c) La famille B est libre et génératrice de E donc c’est une base de F.
Elle contient p + g vecteurs donc F est de dimension finie et dim £ = p + q.
Comme la famille (uq,...,u,) est une base de I alors dim F' = p.
Comme la famille (vy,...,v,) est une base de G alors dim G = q.
On a démontré que si £ = F' & G alors dim £ = dim F' + dim G.
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2. (a) On démontre que F' NG = {0g} et F' + G = H.
Comme F = (FNG) @ F" alors F’ est un sous-espace vectoriel de F', i.e., F' C F.
De plus, comme F' = (FNG) @ F alors (FNG)NF' ={0g}.
Or (FNG)NF =FNGNF =(FFNF)NG=F NG, car F' CF.
Ceci montre que F' NG = {0g}.

Comme F' C Falors " +GC F+G=H.
Démontrons 'inclusion réciproque.
Soit w un élément de H.
Comme H = F + G alors il existe u € F et v € G tels que w = u + v.
OrF=(FNG)a F'.
Comme u € F alors il existe u; € F NG et uy € F’ tels que u = uy + us.
On a donc w = uy + us + v = ug + (ug + v).
Comme u; € G et v € G alors u; +v € G, car G est un sous-espace vectoriel de E.
Ainsi w = us + (uy +v) avec ug € F' et (uy +v) € G, donc w € F' + G.
On a démontré que H C F' 4+ G.
Par double inclusion H = F' + G.
Finalement FNG = {0g} et '+ G = H donc H = F' & G.

(b) On sait que F et G sont de dimensions finies.

Comme F et (F'NG) sont des sous-espaces vectoriels de F alors ils sont de dimen-
sions finies.

Comme F = (FNG)® F' et H=F"® G alors d’apres la question précédente :

dim F = dim(F N G) + dim F’
dim H = dim F’ + dim G.

On en déduit, sachant que H = F'+ G :
dim(F 4+ G) = dim F + dim G — dim(F N G).

Cette formule est connue sous le nom de Formule de Grassmann.
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