Lycée Bellevue — Toulouse Année 2023-2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. B10
Dimension

(1) Soit £ =R3, F = Vect (u1,ug) avec :  uy = (3,10,10) et uy = (6,7, —6).
Soit G = {(x,y,2) € E | 10z — 6y + 3z = 0}.
a. Donner la dimension de F' est démontrer qu’il est inclus dans G.

b. Justifier que G ne peut étre de dimension 3 et en déduire que F' = G.

a. Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. Cette
famille est génératrice de F' par définition de F. Elle est donc une base de I, et F est
de dimension 2.

Les vecteurs u; et up appartiennent a (G car ils satisfont son équation :
Eneffet 10 x3—-6x104+3x10=0et 10 x6—6x7+3 x (—6) =0.
De plus G est le noyau de la forme linéaire (x,y, z) +— 10z — 6y + 3z donc il est un
sous-espace vectoriel de E. Il est donc stable par combinaisons linéaires.
Comme il contient u; et ug alors il contient Vect (ug, us), ce qui montre que F' est inclus
dans G.
b. On sait que G est un sous-espace vectoriel de F et que E est de dimension 3.
Si G est de dimension 3 alors par théoréme :
(GCE et dimG=dmFE) = G=EFE
Mais G est différent de E : par exemple le vecteur e; = (1,0, 0) ne satisfait pas I’équa-
tion 10x — 6y + 3z = 0, donc il n’appartient pas a G alors qu’il appartient a E.
On en déduit, par I'absurde, que G n’est pas de dimension 3. Comme il est un sous-
espace vectoriel de E qui est de dimension 3 alors il est de dimension inférieure ou
égale a 2 : dimG < 2.
De plus F' est un sous-espace vectoriel de G est dim F' = 2, donc : dim G > 2.
Ainsi dim G = 2, puis par théoreme :

(FCG et dimF=dim@G) = F=G
On a démontré que F' = G.

(2)Soit E = R*. Déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes :

F1=1((1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1))
F>=1((1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(0,1,1,0))

Fi=0
Fy=1((1,0,0,0),(2,0,0,0), ...,(n,0,0,0)) n € N*
J5 = ((1707 0’0)7 (27 17070)7 (3727 1a0),

(4,3,2,1),(5,4,3,2))
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e Notons u; = (1,0,0,0), us = (0,0,1,1), ug = (0,0,0, 1) les trois vecteurs de F;.
On constate que pour tout (Ai, g, A3) € R3 :

>\1U1 + )\2u2 + )\3U3 - OE - ()\h 07 )\27 )\2 + >\3) = (07 07 Oa O)
— A =N\= )\3 =0

Ceci montre que la famille F; est libre.
Elle est donc de rang 3 : rgF; =3

En effet, par définition le rang de la famille F; est la dimension de Vect (F;), I'espace
vectoriel qu’elle engendre. Or il est évident qu’elle est génératrice de cet espace vectoriel,
donc c’est une base de celui-ci, qui ainsi est de dimension 3.

e On note u; = (1,0,0,0), us = (1,1,0,0), ug = (1,1,1,0), uy = (0,1,1,0) les quatre
vecteurs de Fs.
On constate que uy = uz — uq, donc :

Vect (Fy) = Vect (uq, ug, ug)
La famille (u1, us, us) est libre car pour tout (A, Ay, A3) € R? :

AMur + Aus + Aguz =0 = (M + Ao+ A3, A2 + A3, 43,0) = (0,0,0,0)
- Al =Xy = )\3 =0
Elle est donc un base de Vect (F3), lequel est donc de dimension 3, ce qui montre que
la famille F; est de rang 3: rgfe =3

e La famille vide engendre 'espace vectoriel réduit au vecteur nul : Vect (&) = {Og}
Cet espace vectoriel est de dimension nulle, donc la famille vide est de rang nul :
rgF3 =0

» Tous le vecteurs de la famille F; sont des multiples de u; = (1,0,0,0), donc :
Vect (F4) = Vect ((1,0,0,0))

Le vecteur (1,0,0,0) est non-nul donc la famille ((1,0,0,0)) est libre. Elle est donc une
base de Vect (Fy), lequel est ainsi de dimension 1, et donc la famille F; est de rang 1 :
rgFy=1

e La famille F5 est une famille de cinq vecteurs de F, qui est de rang 4. Elle ne peut
donc pas étre de rang supérieur a 4.

On note u; = (1,0,0,0), us = (2,1,0,0), us = (3,2,1,0), ugy = (4,3,2,1), us =
(5,4,3,2) ses vecteurs. Alors on constate que :

2uy —uz = (8,6,4,2) — (3,2,1,0) = (5,4,3,2) = us
Ainsi le vecteur us est combinaison linéaires des vecteurs uy, us, us, U4, et donc :
Vect (./—"5) = Vect (ul, Usg, U3, U4>

Démontrons que la famille (uq, ug, us, us) est libre.
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Soit A1, Ao, A3, A4 des scalaires tels que Aju; + Aous + Agus + Ayuy = 0. Alors :

A+ 20 + 33 + 40\ =0
A2+ 2X3 + 3N =0

Az + 2\ =0

)\420

L’unique solution de ce systeme est (A1, A2, A3, Ay) = (0,0,0,0), et donc la famille
(w1, ug, ug, uy) est libre.

L’espace vectoriel qu’elle engendre est donc de dimension 4, ce qui montre que la famille
Fsestderang 4 : rgFs =14

@ Démontrer qu’il existe une unique forme linéaire ¢ : R? — R telle que :
e(1,1,1) =3 ©(1,2,3) =5 ©(1,3,6) = =2

Calculer ¢(u) pour tout élément u = (z,y, z) de R3.

Notons u; = (1,1,1), us = (1,2,3) et uz = (1, 3,6).
On démontre que cette famille est libre. Soit \;, Ay, A3 trois scalaires tels que A\ju; +
Aot + Agus = Ogs. Alors ils satisfont le systeme :

/\1"‘ )\2+ )\320
S )\1+2)\2+3)\3:O
A1+ 3 +6A3 =0

Les opérations (Lz < L3 — Lo) puis (Ly < Ly — L;) donnent :

)\14‘/\2‘1’ )\3:0
S < Ay +2X3 =0
)\2+3)\3:0

L’opération (L3 <— L3 — Ly) donne A3 = 0, puis on obtient Ay = 0 et A\; = 0.

On a démontré que :
v<)\1, )\2, )\3) € R3 A1 + A + Azuz = Ops — A =X=X=0p

La famille (uq, ug, uz) est donc libre.

Or elle contient trois vecteurs, et R? est de dimension 3. C’est donc une famille libre
maximale de R?, et donc c’est une base de R3.

On sait qu’une application linéaire est uniquement déterminée par I'image d’une base.

Or 3, 5, —2 sont trois éléments de R, donc il existe une et une seule application linéaire
¢ de R? dans R telle que :

pur) =3 pur) =5 pluz) = -2

On calcule maintenant ¢(u) pour tout vecteur u = (z,y, z) de R3.
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On sait que :
e(1,1,1) =3  (1,2,3)=5  ©(1,3,6) = —2

Par linéarité de ¢ on calcule successivement :

©(0,1,2) = p(1,2,3) — p(1,1,1) =2

©(0,1,3) = »(1,3,6) — p(1,2,3) = =7

©(0,0,1) = ¢(0,1,3) — (0,1,2) = =9

©(0,1,0) = ©(0,1,2) — 2¢(0,0,1) = 20

©(1,0,0) = p(1,1,1) — »(0,1,0) — ©(0,0,1) = —8

On donc obtenu :
pler) =—8  plea) =20  (ez) = -9
On peut donc en déduire :
o(r,y,2) = p(zer + yea + ze3) = xp(er) + yp(ea) + zp(es)

Soit :
Y(z,y,2) € R o(x,y,z) = —8x + 20y — 9z

On vérifie que :

e(1,1,1) =3  ¢(1,2,3) =5  ©(1,3,6) = —2

@ Soit f 'application linéaire définie par :

f: R* — R3
(r,y,2,t) —> Bx+3y+32+3t,3x —3y+2z+t,2x +2y+ 2z +1)

Calculer le noyau de f et démontrer que f est surjective.

Le noyau de f est 'ensemble des vecteurs (z,, z,t) de R* tels que f(x,vy, z,t) = (0,0,0),
donc satisfaisant le systeme :

3xr +3y+ 32+ 3t =0
S:83x—-3y+ z+ t=0
2r+2y+ 24+ t=0

On applique l'algorithme du pivot de Gauss :

T+ y+224+2t=0 x = 0
S = —6y —Hz—-5t=0 <= y = 0
—3z—3t=0 z=—t

On en déduit :
ker f = {(0,0,—t,¢t) | t € R} = Vect ((0,0,—1,1))
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Le vecteur (0,0, —1,1) est non-nul, donc il forme une famille libre, celle-ci engendre le
noyau de f, donc en est une base, et ainsi le noyau de f est de dimension 1.

D’aprés le théoréme du rang, comme f est une application linéaire de R* dans R? alors :
dim ker f + dim im f = dim R*

On en déduit : dimim f =3

Or I'image de f est incluse dans R3. Ainsi :
imf CR?® et dimimf=dimR3 donc im f = R?

Comme im f = R3 alors f est surjective.

Dans 'espace vectoriel £ = R* on considére les sous-espaces vectoriels :

F={(r,y,z,t) eE| 3z —y—2=2y+t=0}

G = Vect (uq,us,uz) ou u; = (1,—1,2,2)
uy = (2,1,4,-2)
ug = (1,2,2,—4)

Donner une base et la dimension des sous-espaces vectoriels F', G, FNG, et F'+ G.

» Pour le sous-espace vectoriel F' on écrit :
FZ{(x,y,z,t)€E|z:3$_y et t:_Qy}

={(&.y.30 —y.—2) | (x,y) €R?)
= Vect ((1,0,3,0), (0,1, -1, —2))

On pose v; = (1,0,3,0) et vo = (0,1, —1,—2). Alors la famille (vy,v,) est génératrice
de F'. Elle est libre car ses deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Donc c’est une base

de F'.
Elle contient deux vecteurs donc F' est de dimension 2.
e La famille (uy,us,u3) engendre le sous-espace vectoriel G. On remarque que uz =

us — up, donc uz est combinaison linéaire de u; et ug, et ainsi la famille (uy,uy) est
génératrice de G.
Or elle est libre car les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, donc ¢’est une base de
G, et comme elle contient deux vecteurs alors GG est de dimension 2.

e Soit u un vecteur de F' N G.
Alors u € G donc il existe deux scalaires \; et Ay tels que u = Aju; + Aous, ce qui
s’écrit :

u= (A1 + 2y, = A1 + Ao, 201 + 4Xg, 20 — 2)y)

Comme u € F alors il vérifie ses équations, ce qui donne :

3(A1 4 2X2) — (A1 + A2) — (A1 +4X2) =2(=A1 + X2) + (22X —2X9) =0
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Ces équations donnent par équivalence : Ay = —2);
On en déduit :

u = )\1U1 — 2/\1UQ = )\1(11,1 — 2’&2) == )\1(—3, —3, —6, 6) = —3>\1(1, 1, 2, —2)

On pose wy; = (1,1,2,—2). On vient de montrer que si u € F'N G alors u € Vect (wy),
ce qui donne : F NG C Vect (wy)

Réciproquement, comme w; = —%(ul — 2uy) alors w; € G et comme w; vérifie les

équations 3z —y — 2z =2y +t = 0 alors wy; € F. Ainsi w; € FNG et comme FNG

est un sous-espace vectoriel de E alors il est stable par combinaisons linéaires, et donc
Vect (wy) C FNG.

Par double inclusion :  F'NG = Vect (w)

La famille (w;) est génératrice de F' N G. Elle est libre car elle contient un unique
vecteur et celui-ci est non-nul. Donc c’est une base de F'N G. Finalement, FF N G est
de dimension 1.

e D’apres la formule de Grassmann :
dim(F 4+ G) = dim F + dim G — dim(F N G)

On calcule : dim(F+G)=2+2—-1=3

Il reste & donner une base de F' + G. Comme F' = Vect (v1,v9) et G = Vect (uq, usg)
alors :
F+ G = Vect (U17 U9, U1, U2>

La famille (uq, ug, vy, vs) est génératrice de F' 4+ GG, mais elle ne peut étre libre car elle
contient quatre vecteurs alors que F' + GG est de dimension trois.

On essaie donc d’exprimer l'un de ses quatre vecteurs comme combinaison linéaire des
trois autres.

On sait que w; = —%(ul — 2uy). Or :
wy = (1,1,2,-2) = (1,0,3,0) + (1,1, -1, =2) = vy + vy

On peut en déduire, par exemple : vy = —%(ul —2uy) — vy
Ainsi vy est combinaison linéaire des vecteurs uq, us, v1, donc :

F + G = Vect (uy, ug, vy)

La famille (uq, ug, us) est génératrice de F'+ G. Or elle contient trois vecteurs et F'+ G
et de dimension 3, donc c¢’est une famille génératrice minimale, et ainsi ¢’est une base
de F' + G.

Grace a ce dernier théoréme, il est inutile de démontrer que la famille (uq,ug,v1) est
libre.
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Dans E = R3 on note F le sous-espace vectoriel engendré par u; = (7,5,0) et
us = (6,10,5).

a. Démontrer que F' est le plan vectoriel d’équation bx — 7y + 8z = 0.

b. Soit G la droite vectorielle engendrée par le vecteur uz = (8,9, 3). Démontrer que G
est un supplémentaire de F' dans F.

a. Notons F” le plan vectoriel d’équation 5z — 7y + 8z = 0. Alors on peut écrire :

F'={(z,y,2) € E | 5x—7y—|—8z—0}—{(:c,y,—5x—|—7y> ’ (:c,y)eRz}

8 8
5 7
= Vect ((1,0,— ), (0,1, -
e ((0-2) (00.)

Ceci montre que F” est bien un sous-espace vectoriel de E.

On constate que les vecteurs u; = (7,5,0) et uy = (6,10,5) vérifient I’équation bz —
Ty + 8z = 0, ils appartiennent donc & F' :  (uy,ug) C F”

Comme F” est un sous-espace vectoriel de F alors il est stable par combinaisons li-
néaires, et ainsi :  Vect (uy,uy) C F’

Ceci montre que F' C F.

Les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires, donc la famille (u1, us) est libre. Elle est
génératrice de F', donc elle forme une base de F. Ainsi F' est de dimension 2.

De méme les vecteurs v, = (1, 0, —g) et vy = (0, 1, %) ne sont pas colinéaires, donc
la famille (vy,vs) est libre. Elle est génératrice de F”, donc elle forme une base de F”.
Ainsi F’ est de dimension 2.
Finalement F' C F’ avec dim F' = dim F’. Par théoréme on en déduit que F = F’, i.e.,
F' est bien le sous-ensemble de £/ d”équation 5z — Ty + 8z = 0.

b. Montrons que F'NG = {0g}.

Tout élément de F' N G s’écrit u = auz = (8, 9, 3a) car il appartient & G. 1l vérifie
I’équation bx — Ty + 8z = 0, ce qui donne o = 0. Ainsi F' N G ne peut contenir que le
vecteur nul. Or il contient bien ce vecteur, et donc: FNG = {0g}

Comme le vecteur ug est non-nul alors il forme une famille libre, et comme il engendre
G alors il forme une base de GG. Ainsi GG est de dimension 1.

Finalement on a obtenu : (i) FNG={0g}
(7)) dim F 4+ dimG =dim £ car 24+1=3

Par théoreme, ceci implique que F' et GG sont supplémentaires dans £ : E=F® G

Une autre méthode aurait été de démontrer que la famille (uq, us, u3) est libre. Elle consti-
tue alors une famille libre maximale de E. et donc une base de E.

Par théoreme, dans ce cas les sous-espaces vectoriels F' = Vect (uy, uz) et G = Vect (u3)

sont supplémentaires dans E. On dit alors que la base (uy, us, ug) est adaptée a la somme
directe £ = F & G.
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Dans 'espace vectoriel £ = R* on considére la famille F composée des vecteurs :
u = (1,-1,-1,-1) us = (2,0,2,0) ug = (—1,-1,2,-1)

a. Démontrer que cette famille est libre.

b. Soit G I'ensemble des vecteurs (z,y, z,t) tels que y = t. Démontrer que Vect F = G
par inclusion puis en raisonnant sur la dimension.

c. Compléter F en une base de F.

a. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\juy + Agusp + Asuz = Op. Alors :

)\1+2>\2— /\3:0

—)\1 - /\3 - O
—A + 20 +203=0
—)\1 - )\3 — O

Par opérations élémentaires ce systeme équivaut aux systemes :

/\1+2)\2— /\320 /\1+2)\2_ /\320

20 — 2\3 =0 . B
g+ A3 =0 puis A2 — 5;” :8
2N — 2X3 =0 3

On en déduit A\; = Ay = A3 = 0. On a démontré que :
v<>\1, )\2, )\3) < RS AU + Ags + Aszuz = O eSS AM=A=X3=0

La famille (uy, us,u3) est donc libre.

b. Par énoncé :
G=A{(v,y,z,t) e E| y=t}

On justifie que G est un sous-espace vectoriel :

G={(x,y.2y) | (¥,y,2) € R*} = Vect ((1,0,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0))

Comme les vecteurs (1,0,0,0), (0,1,0,1), (0,0, 1,0) appartiennent & F alors G est un
sous-espace vectoriel de F.

Les vecteurs uq, uo, uz satisfont I’équation y = t, ils appartiennent donc a G :
(u1,uz,u3) € G
Or G est un sous-espace vectoriel, donc il est stable par combinaisons linéaires, et ainsi :
Vect (u1,ug,u3) C G

Ceci montre que Vect (F) C G.
On a méme les inclusions :

Vect (F) CGCFE
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Celles-ci donnent les inégalités :
dim Vect (F) < dimG < dim F

La famille F est génératrice de Vect (F). Elle est libre d’apres la question précédente.
Elle est donc une base de Vect (F), et ainsi Vect (F) est de dimension 3. Or £ = R*
donc :

3<dimG <4

Comme la dimension d’un espace vectoriel est un entier alors dim G = 3 ou dim G = 4.
Si dimG = 4 alors G C E avec dimG = dim E, ce qui donne G = E. Or le vecteur
es = (0,1,0,0) appartient & £ mais pas a G (il ne satisfait pas 1’équation y = t), ce
qui est une contradiction.
En conséquence dim G = 3. Alors Vect (F) C G avec dim Vect (F) = dim G, et qui
montre que Vect (F) = G.

c. La famille F est une famille libre de vecteurs de E. D’apres le théoreme de la base
incompléte elle peut étre complétée en une base de E.
Comme FE est de dimension 4, alors il lui manque un vecteur.
Il suffit de choisir un vecteur de E ne satisfaisant pas I’équation y = ¢. Par exemple
ey = (0,1,0,0).
En effet, comme ce vecteur ne satisfait par I’équation y = t alors il n’appartient pas a

G, donc il n’appartient pas a Vect (F) (d’apres la question précédente), donc la famille
F U {e1} est libre.

Démontrons ceci. Soit (A1, A2, A3, Ay) € R* tel que :
)\1U1 + )\2u2 + )\3163 + )\462 = OE

Si Ay # 0 alors :
A1 A2 A3

€y = ——U1 — — Uy —

A4 A4 Ay
Ceci est impossible car nous venons de justifier que e; n’est pas combinaison linéaire
des vecteurs de F.

Uus

Ainsi \y = 0, puis :
>\1U1 + /\QUQ + )\3”3 = OE

Nous savons depuis la premiere question que la famille F est libre, donc ceci implique
A1 = A2 = A3 = 0, et ainsi nous avons démontré que la famille F U {e;} est libre.

Cette famille est une famille libre de quatre vecteurs de E, lequel est de dimension 4,
donc c’est une famille libre maximale, et ainsi par théoréme c’est une base de E.

On a bien complété la famille libre F en une base de F.
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Soit E = R* et F, G, H les sous-ensembles de £ d’équations respectives :
F:x—-2y+2t=3y+2=0
G:dor —2y+z2=2x+2+2t=0
H:iz4+t=2—y—2=0
a. Justifier que F', G, H sont des sous-espaces vectoriels de E et donner leurs dimen-
sions.

b. Calculer FNG et FNH.

c. En déduire que F'+ G = FE, puis démontrer que F' + H est le sous-ensemble de F
d’équation x +y + 2z + 2t = 0.

a. On obtient

F = Vect (uq,uz) avec u; = (2,1,-3,0) et wuy=(-2,0,0,1)
G = Vect (vy, v9) avec vy = (1,0,—4,1) et vy =(0,1,2,—1)
H = Vect (wy,ws) avec w; = (1,0,1,—1) et wy=(0,1,—1,0)

Les vecteurs uy, us, v1, V9, Wy, wy appartenant a £, ceci montre que F', G, H sont des
sous-espaces vectoriels de E.

De plus les familles (u1,us), (v1,v2), (w1, ws) sont génératrices respectivement de F,
G, H.

Elles sont libres car composées de deux vecteurs non colinéaires.

Donc ce sont des bases respectives de F', G, H, et ainsi ces trois sous-espaces vectoriels
sont de dimension 2.

b. Un vecteur u = (z,y, z,t) appartient & F'NG si et seulement si il satisfait les équations
de F' et de GG, donc le systeme :

T — 2y +2t=0

3y + 2 =0
dor — 2y + 2 =0
2z +24+2t=0

Soit A la matrice de ce systeme. Par opérations élémentaires :

1 -2 0 2 1 -2 0 2 1 -2 0 2
a_l0o 3 1 of o 3 1 of |0 1 -2 2
4 -2 1 ol|Zlo —10 1 —8|Z]|0 —10 1 -8
2 0 1 2 0 —4 1 -2 0 —4 1 -2

1 -2 0 2 1 -2 0 2 1 -2 0 2

0 1 -2 2 0 1 -2 2 0 1 -2 2

10 0 —-19 20|Z]l0o o 2 2|Zlo o 1 1

0 0 -7 6 0 0 -7 6 0 0 0 13

Le systéme est donc de Cramer. En conséquence le vecteur v appartient a F'N G si et
seulement si il est nul, et ainsi FNG = {0g}.
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Le vecteur u = (z,y, z,t) appartient a F'N H si et seulement si il satisfait le systeme :

x — 2y +2t=0

3y + =z =0
x + t=0
rT— Yy— z =0

Soit B la matrice de ce systeme. Par opérations élémentaires :

1 -2 0 2 1 0 0 1 1 0 0 1
30310N0111N0111)
1 0 0 1)z|0 3 1 0]cf0o 0 —2 =3
1 -1 -1 0 0 -2 0 1 0o 0 2 3

1 0 0 1 1001 1 0 0 1

No111N0111)N(010;

{0 0 -2 =3|z|l0O013|zf0 0 1 3

0o 0 2 3 0000 0 0 0 0

On en déduit :
FOH={(~t3t—3tt) | t € R} = Vect ((2,~1,3,~2))

)9
Comme le vecteur (2, —1,3, —2) n’est pas nul alors F'N H est une droite vectorielle, et
donc de dimension 1.
c. D’apres la formule de Grassmann :

dim(F 4+ G) = dim F + dim G —dim(FNG) =2+2 -0 =14
dim(F + H) =dim F + dimH — dim(FNH) =2+2—1=3

Comme F + G C E et dim(F + G) = dim E alors par théoreme F + G = E.
Soit K le sous-ensemble de E d’équation x +y + z + 2t = 0.
Alors K est le noyau de la forme linéaire non-nulle ¢ : EF — K

(x,y,2,t) —> z+y+ 2+ 2t.
En conséquence K est un hyperplan de £. Comme E est de dimension 4 alors K est
de dimension 3.
Les vecteurs uy, ug, wy, ws satisfont 'équation x +y+ 2+ 2t = 0, donc appartiennent a
K. Comme K est stable par combinaisons linéaires alors il contient Vect (uy, ug, wy, ws)
c’est-a-dire F'+ H.
Comme F + H C K et dim(F + H) = dim K alors par théoreme F + H = K.

Soit E = R* puis :
F={(z,y,2,t)€EE| z—y+2z—t=0}
a. Déterminer la dimension de F.

Soit GG le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs u; = (1,2,3,4) et ug =
(4,3,2,1).
b. Démontrer que F + G = E. En déduire la dimension de F'NG.

¢. Déterminer une base d’un supplémentaire de F' N G dans F.
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a. On obtient une famille génératrice de F' :

F:{(.T,y,z,t) | t:ZL’—y+Z}

—{(@y.20-y+2)| (z,y,2) eR*}
= Vect ((1,0,0,1),(0,1,0,—1),(0,0,1,1))

On note v; = (1,0,0,1), v, = (0,1,0,—1), v3 = (0,0, 1, 1).

Ces trois vecteurs appartiennent a E. Comme F = Vect (v1,vs,v3) alors F' est un
sous-espace vectoriel de E, et la famille (v, vq, v3) est génératrice de F.

Montrons que cette famille est libre.

Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que Ajv1 + Agva + Azvg3 = Op. Alors :

(A1, A2, Az, Ar — Aa + A3) = (0,0,0,0)

Ceci implique : A =Xy = A3 =0
On a donc démontré que la famille (v, v, v3) est libre. Or elle engendre F', donc c’est
une base de F'.
Ainsi F' est dimension 3 : dim F = 3

b. Comme F' C F + G alors dim F' < dim(F + G), i.e., 3 < dim(F + G).
De plus F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E donc F + G C FE, et ainsi
dim(F 4+ G) < dim E = 4.
Or la dimension d’un espace vectoriel est un entier, donc dim(F + G) = 3 ou dim(F +
G) = 4.
Supposons que dim(F + G) = 3. Alors :

FC(F+G) et dim F' = dim(F + G)

Ceci implique que F' = F + G. Or on remarque que le vecteur u; = (1,2, 3,4) n’appar-
tient pas a F', car il ne satisfait pas '’équation x —y + 2z — t = 0 (cette équation s’écrit
d'ailleurs z 4+ z = y + t).

Or uy; € G donc u; € F'+ G. Finalement u; € F et u; € F 4+ (G, donc on ne peut avoir
F=F+(@G.

On en déduit que dim(F + G) = 4. Alors :

(F+G)CE et dim(F 4 G) = dim(E)
Ceci implique que F + G = E.

On connait la formule de Grassmann :
dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)

Comme G = Vect (u1,us), avec u; et us non colinéaires, alors la famille (uq,us) est
libre et génératrice de GG, donc c’est une base de G, et ainsi G est de dimension 2.

La formule de Grassmann donne :

dim(FNG)=dimF +dimG —dim(F+G)=3+2—-4=1
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c¢. On commence par chercher une base de F N G.
On rappelle que G = Vect (ug,us) avec u; = (1,2,3,4) et uy = (4,3,2,1). Ainsi
uy +ug = (5,5,5,5) appartient a G, donc wy = (1,1,1, 1) appartient a G.
Or le vecteur w; appartient aussi a F' car il satisfait I’équation z —y + 2z —t = 0.

Ainsi w; € FNG. 1l est non-nul donc il forme une famille libre de ' N G. Comme
F NG est de dimension 1 alors la famille (w;) est libre maximale, donc c’est une base

de FNG.
On en déduit que F'NG = Vect (wy) avec wy = (1,1,1,1).
On rappelle que 1'on a noté v; = (1,0,0,1) et v, = (0,1,0, —1).

Les vecteurs w, v1, v9 appartiennent a F'. Démontrons qu’ils forment une famille libre.
Soit ()\1, )\2, )\3) & ]Rg tel que )\11U1 + )\21)1 + )\31]2 = OE Alors :

AL+ Ao =0
/\1 +)\3:O
)\1 :0

)\1+)\2—>\3:O

Ce systeme implique : A\ =X = A3 =0
On a donc démontré que la famille (wq, vy, v9) est libre.

Or c’est une famille de trois vecteurs de F', qui est de dimension 3. Elle est donc libre
maximale dans F' et ainsi c¢’est une base de F.

On sait que F'NG = Vect (wy), et on pose H = Vect (v1,v2). Alors par théoreme de la
base adaptée F'N G et H sont supplémentaires dans F'.

La famille (v, v2) est donc une base d’un supplémentaire de F'N G dans F.

@ Soit £ = K™ avec n > 2 et (eq,...,€e,) la base canonique de E. Soit F' I'ensemble
des n-uplets (z1,...,z,) de E tels que :

Vek=2,...,.n—1 20, = Ti—1 + Tpya

a. Prouver que F' est un sous-espace vectoriel de F.
b. Démontrer que les vecteurs u; = (1,...,1) et ug = (1,2,...,n) sont éléments de F'.
c. On note G = Vect (es, .. .e,). Démontrer que F NG = {0g}.

d. Que peut-on en déduire sur la dimension de F'?

a. On utilise la caractérisation des sous-espaces vectoriels.
(i) Par énoncé F' est un sous-ensemble de F : F' C E.

(7i) Le vecteur nul de F est O = (0,...,0), il s’écrit (x1,...,x,) avec les z; tous nuls,
donc toutes les équations 2z, = x_1 + T, 1 sont satisfaites, et ainsi il appartient
aF :0p€F.

(7ii) Soit = (x1,...,x,) et y = (Y1, .., Yn) deux éléments de F. Alors :

Vk = 2, N (2 1 25[)k =Tkt Tk41 et ka = Yp—1 + Yk+1
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Soit A un scalaire. Alors :
/\x—i—y: ()\x1+y1,...,/\xn+yn)
Pour tout £ = 2,...,n — 1 on peut écrire :

= MZp—1 + Tps1) + (Yr—1 + Yrt1)
= (A1 + Yr—1) + (AZpp1 + Yrt1)

Ceci montre que \z +y € F.
On a démontré que F est stable par combinaison linéaire :

V(z,y) € F? VYA eR A +yeF

D’apres la caractérisation, F' est un sous-espace vectoriel de F.

b. Le vecteur u; = (1,...,1) s"écrit u; = (x1,...,x,) avec xx = 1 pour tout k =1,...,n.
Alors 2z, = 2 et x_1 + 2,1 = 2, donc uy vérifie les équations de F', et ainsi uy; € F.
Le vecteurs us = (1,2,...,n) s’écrit us = (xy,...,2,) avec x; = k pour tout k =
1,...,n. Alors 2z, = 2k et w51 + 2341 = (K — 1) + (k + 1) = 2k, donc uy vérifie les
équations de F', et ainsi up € F.

c. Comme G = Vect (e, ..., e,) alors :

G={(0,0,23,...,2) | (w3,...,7,) € R"?}
={(z1,...,2,) € E| 11 =12 =0}

Soit = (x1,...,x,) un élément de FFNG.

Comme x € G alors 1 = x5 = 0.

Comme x € Fralors: Vk=2,....n—1 2T = Tp_1 + Tpa

Cette derniere équation s’écrit : Vk=2,...,n—1 Tyl = 20 — Tp_q

On démontre par récurrence double finie que la propriété Py : xp = 0 est vraie pour
tout k=1,...,n.

Initialisation. Comme x € G alors 1 = x5 = 0, donc les propriétés P; et Py sont
vraies.

Hérédité. Supposons que pour un certain k € {2,...,n — 1} les propriétés Py_, et Py
sont vraies, i.e., rp_1 = x; = 0. Comme x € F alors xp1 = 2z, — 251 donc x5 = 0.
La propriété Pr.q est vraie.

Conclusion. On a démontré que P; et Py sont vraies et :

vk = 2,....n—1 (Pkfl et Pk) - Pk+1
Par récurrence double finie on en déduit :
Vek=1,...,n Py est vraie : x, =0

Ceci signifie que x = 0.
On a démontré que F'NG C {0g}. L'inclusion réciproque est vraie aussi car F' et G
sont des sous-espaces vectoriels de F, donc: FNG ={0g}
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d. On utilise dans la suite la formule de Grassmann :
dim(F 4+ G) = dim F + dim G — dim(F N G)
Comme FNG ={0g} alors: dim(FNG)=0

La famille (es, ..., e,) est libre car elle est incluse dans la base canonique qui est une
famille libre. Elle est également génératrice de G, donc c’est une base de G. Elle contient
n — 2 vecteurs donc G est de dimension n —2: dimG =n — 2

Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors F' 4+ G est un sous-espace
vectoriel de E, et donc : dim(F 4+ G) < dim E = n.

La formule de Grassmann donne done :
dim FF =dim(F+G) — (n —2) <2

Dans la question 2 on a démontré que les vecteurs u; et uy appartiennent a F. Or ces

deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc ils forment une famille libre.

Comme F' contient une famille libre de deux vecteurs, alors F' est de dimension au

moins 2: dimF > 2
<

Finalement, dim F' < 2 et dim F' > 2 donc dim ' = 2 : F' est de dimension 2.

Soit H et H' deux hyperplans distincts d’un espace vectoriel E de dimension n.
Déterminer H + H' et en déduire la dimension de H N H'.

Par propriété, comme H et H' sont des hyperplans de E alors ils sont de dimension n — 1.

Comme H et H' sont distincts alors il existe un vecteur ug appartenant & H’' mais pas a
H. En effet, dans le cas contraire on aurait H' C H, mais comme H et H' sont de méme
dimension alors ceci impliquerait 'absurdité H = H'.

Soit D = Vect (ug). Par théoréme, comme uy ¢ H alors H et D sont supplémentaires, et
ainsi H+ D = FE.

Comme uy € H" alors D C H' puis H+ D C H + H'.

Onadonc ECH+H CFE,etainsi H+ H =F.

D’apres la formule de Grassmann :
dmHNH =dimH +dimH —dm(H+ H)=n—-1)+(n—-1)—n=n-2

L’espace vectoriel H N H' est donc de dimension 2.

Soit £ =R, [X] avec n € N\ {0, 1} puis :
F={PeE| P(1)=P(2) =0}

a. Démontrer que I’ est un sous-espace vectoriel de ' et en donner une base.

b. Démontrer que R;[X] est un supplémentaire de F' dans E.
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a. Par propriété des polynomes, P admet 1 et 2 pour racines si et seulement si il est
multiple de (X — 1) et de (X —2).
Ainsi F est 'ensemble des polynémes de F s’écrivant P = (X — 1)(X — 2)Q ou @ est
un polynome. Comme les polynomes de E sont de dimension au plus n alors () est de
dimension au plus n — 2, i.e., Q = ZZ;S ap X* avec ag, . .., a,_o réels. Ainsi :

F = {(X —1)(X =2)(ag+ @ X + -+ a,_2X"7?) ‘ (ag,...,ap_o) € R"‘l}
Ceci donne :
F={apX(X = 1)(X = 2) 4+ a, o X" (X = 1)(X = 2) | (ag,...,a,0) € R"'}
= Vect (X*(X = 1)(X =2) [ k=0,...,n—2)
Les polynomes P, = X*(X —1)(X —2) pour k =0...,n— 2 sont éléments de E, donc

par propriété F' est un sous-espace vectoriel de F.

De plus la famille (P, ..., P,_2) est génératrice de F, elle est libre car ses éléments
sont de degrés échelonnés, donc c’est une base de F.
Cette famille contient n — 1 éléments donc finalement F' est de dimension n — 1

b. Si P est un élément de F N R;[X] alors P est de degré au plus 1 et admet au moins
deux racines. Par propriété des polyndémes ceci n’est possible que si P est le polynome
nul : un polynéme de degré n a au plus n racines.

Le polynéme nul est bien élément de F' N R;[X] car F' et R;[X] sont des sous-espaces
vectoriels de E, donc F NR[X] = {0g}.
De plus R, [X] est de dimension n + 1 et Ry[X] est de dimension 2 donc :

dim £ = dim F + dim R, [ X]
Par théoreme, F' est R;[X] sont supplémentaires dans E :
E=F3RX]

On peut ajouter que la division euclidienne par (X — 1)(X — 2) donne la décomposition
d’un polynoéme P selon cette somme directe :

Pour tout P € F il existe un couple (@, R) tel que
P=(X-1)(X-2Q+R  avec deg R < deg(X —1)(X —2) =2.
En effet (X — 1)(X — 2)Q appartient a F' et R appartient a R;[X].

@ Soit m un entier naturel. On note M = M, (K), puis T et T’ les sous-espaces
vectoriels de M contenant les matrices respectivement triangulaires supérieures et tri-
angulaires inférieures.

a. Déterminer les sous-espaces 7 + 7' et 7 NT’, donner leurs dimensions.

b. Démontrer que I'application M +— M est un automorphisme de M.
Quelle est I'image de T par cet automorphisme ?

c. Déduire des deux questions précédentes la dimension de 7 et de 7.

d. Retrouver ce résultat directement en exhibant des bases de T et 7.
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a. Toute matrice s’écrit comme somme d’une matrice triangulaire supérieure et d’une
matrice triangulaire inférieure. Par exemple :

QQp - e A1 Qpp - e A1y O vverreens 0
0 - : az . E

= o eTHT
arltl """"" ar.m Q- ‘ 0 ann Qp1 ---- Ap n;lo

On en déduit que T + T = M.

On rappelle que pour ¢ et j entiers entre 1 et n on note FE;; la matrice ne contenant
que des zéros sauf le coefficient de la ligne ¢ et de la colonne j qui vaut 1.

Alors la famille { E;; | 1 <14,j < n} est la base canonique de M.
Elle contient n? éléments, ce qui montre que M est de dimension n?.

Les matrices triangulaires supérieures et inférieures sont les matrices diagonales, on
note D = D,,(K), et donc :

TNT =D
Les matrices diagonales s’écrivent :
arn Qoo 0
0
T - : — ZEW
0 i=1
IRERERRE 0 @

La famille { Ej;; | 1 < i < n} est génératrice de D.

Elle est libre car elle est extraite de la base canonique qui est libre, donc ¢’est une base
de D.

Elle contient n éléments, donc D est de dimension n.

b. Soit ® : M — 'M T’application de transposition. Pour toute matrice carrée M on a
{*M) = M, donc ® o ® = Idp. Ceci montre que ® est un automorphisme, égal & sa
propre réciproque.

Si A est une matrice triangulaire supérieure alors ‘A est triangulaire inférieure, donc
O(T)="T".
c. La formule de Grassmann donne :
dim(7 + 7)) =dim T +dim 7" — dim(7 N'T")
En conséquence :
n?=dim7T +dim 7’ —n

Comme & est un isomorphisme alors il conserve la dimension, donc dim ¢(7) = dim 7T,
et comme ®(7) =T alors dim 7 = dim 7.
On a donc n? +n = dim 7, on en déduit :

n(n+1)

dim7 =dim 7’ = 5
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d. Les matrices triangulaires supérieures s’écrivent :

agy - A1n

=1 = > ai;E
SR i=1j=i
0o 0 nn

La famille { E;; | 1 <1 < j < n} est génératrice de T.

Elle est libre car elle est extraite de la base canonique qui est libre, donc ¢’est une base
de T.

Elle contient 1 +2+---+n = w éléments, donc T est de dimension %

De méme la famille {E;; | 1 < j <i < n} est une base de 7', donc 77 est aussi de

. . 1
dimension %

Pour tout k£ € N on définit sur R :
fre it costt et gr : t — cos(kt)

a. Démontrer que la famille (f,,)qen est libre.

b. Démontrer par récurrence que pour tout n € N :

fn € Vect (go,-- -, 9n)

c. Déduire des questions précédentes que la famille (g, )nen est libre.

On note E l'espace vectoriel des fonctions de R dans R.

a. Soit n un entier naturel et \g, ..., A, des scalaires tels que :
Xfot+ -+ fn=0g
Ceci signifie :
VteR Ao cos?(t) + -+ A\, cos"t = Og
Notons P = \g + M X + --- 4+ X\, X". L’égalité ci-dessus devient :

vVt e R P(cost) =0

Or tout réel x de U'intervalle [—1, 1] admet un antécédent par la fonction cosinus, donc
P(xz) = 0 pour tout € [—1,1]. Ainsi le polynéme P admet une infinité de racines,
donc il est nul.

Comme P est nul alors A\g = --- =\, = 0, et ceci montre que la famille (fy, ..., f,,) est
libre.

Ceci étant vrai pour tout n € N, la famille ( fz| k € N) est libre.
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b. Pour tout entier naturel n on note P, la propriété : f,, € Vect (go, ..., gn)-
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N.
Initialisation. Comme fy = go = 1 alors fy € Vect (go).

Hérédité. Admettons que la propriété P, est vraie pour un entier n > 0. Alors f,, est
combinaison linéaire de gy, ..., gn, donc il existe des scalaires \g, ..., A, tels que :

Vr e R cos™ x = A cos(0x) + - -+ A, cos(nz) = Y Ay, cos(kx)
k=0

La formule
cosz cosy = 1(cos(x + y) + cos(z — y))

donne :

Ve eR cos" ™z =Y "2k (cos(k + 1)z + cos(k — 1)z)

k=0
n+1 n—1

= Z’\’“Q‘l cos(kz) + % cos(kx)
k=1 k=—1

Comme cos(—x) = cosz on peut finalement écrire :

n—1
PYSREDY An_ .
fot1 = 2201+ 390 + Z(%)gk + 221 gy + 22 G4

k=1
Ainsi f,,41 est combinaison linéaire de gy, ..., gnr1, donc la propriété P, est vraie.
L’hérédité est prouvée.
Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N, et donc f,
appartient au sous-espace vectoriel Vect (go, . .., g,) pour tout n € N,

c. Notons, pour tout n € N :
F, = Vect (fo,..., fn) et G, = Vect (go,-- -, 9n)

D’apres la question précédente les fonctions fy, ..., f, appartiennent a GG, donc comme
celui-ci est un sous-espace vectoriel alors F;, est inclus dans G,,.

D’apres la question (a) la famille (fo, ..., f,) est libre, donc elle est une base de F,,, et
ainsi F,, est de dimension n + 1.

Or G, est engendré par la famille (g, ..., ¢,) qui est de cardinal n + 1, donc il est de
dimension au plus n + 1. Comme F,, C G,, alors GG,, est de dimension supérieure ou
égal a F,,, donc au moins n + 1.

Finalement G,, est de dimension n + 1. La famille (go,...,g,) est donc génératrice
minimale de G,,, donc elle est une base de G,,. Elle est a fortiori libre.

Ceci étant vrai pour tout n € N, la famille (gi| k € N) est libre.
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Pour chacune des applications linéaires f ci-dessous donner la dimension de ker f
et de im f, éventuellement grace au théoreme du rang.

a. f: R® — R?

(x,y,2) — 2z —y+ 2,2 + 2)
b. f:R2 —» R3

(z,y) — (32 — 12y,0, —2z + 8y)

(x,y,2) — (t+y+z,2+y+ 22,2+ 2y + 22)
d. f: R — R4

(x,y,2) — (dy — 2,3x + 2y + 2z, -3z + 2y — 2z, — 6y + 2)
e. [ R* — R4

(x,y,2,t) — By +2z+t,3x+2z—t,5x —y+2z—2t,dx +y+ 2z —t)
f. f: R> — R*

(x1,...,25) —> (1 + 229, 11 — 229 — 223, Ty + T3 — Ty, 209 — 214 + T5)

a. Par définition :  ker f = {u € R® | f(u) = Oge}
Soit u = (z,y, z) un vecteur de R*. Alors u € ker f si et seulement si f(u) = Oz, ce
qui revient au systeme :
2 —y+2=0
{ x +2z2=0

Par opérations élémentaires ce systeme est équivalent au systeme :
{x +2z=0
y+2=0
On en déduit :
ker f = {(—2,—2,2) | 2z € R} = Vect ((1,1,—1))

Le vecteur (1,1, —1) est non-nul, donc la famille ((1,1, —1)) est libre. Or elle est géné-
ratrice de ker f, donc c’est une base de ker f. Elle contient un seul vecteur donc ker f
est de dimension 1.

D’apres le théoreme du rang :
dimker f + dimim f = dim R*

Ceci donne dimim f =3 — 1= 2. Or im f C R?, donc im f = R?.
On peut en déduire que f est surjective.
b. On obtient :  ker f = Vect ((4,1))
On en déduit : dimker f =1
D’apres le théoreme du rang :  dimim f =1
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On peut aussi expliciter I'image de f :

im f = { f(u) | ueR?}

= {(31‘ —12y,0, =22+ 8y) | (z,y) € ]RQ}

= Vect ((3,0,—2), (—12,0,8))
Comme (—12,0,8) = —4(3,0,—2) alors im f = Vect ((3,0,—2)), et on en déduit que
dimim f = 1.

c. On obtient ker f = {Og,}, ce qui donne : dimker f =0

D’apres le théoreme du rang : dimim f = 3
Comme 'image de f est incluse dans R? qui est de dimension 3 alors : im f = R3
On peut en déduire que f est un isomorphisme.

d. On obtient ker f = {Og,}, ce qui donne : dimker f =0
D’apres le théoreme du rang :  dimim f =3

On peut donner une base de im f de la facon suivante :

im f = { f(u) | ueR}
= {(4y—z,3x+2y+z,—3x+2y—22,x—6y+z) | (z,y,2) € R3}
= Vect ((0,3,-3,1),(4,2,2,—6), (—1,1,—2,1))
La famille ((0,3,-3,1),(4,2,2,—6),(—1,1,—2, 1)) est génératrice de im f. Comme im f
est de dimension 3 alors elle est génératrice minimale, donc elle est une base de im f.

Grace au théoreme du rang on n’a pas eu besoin de démontrer que la famille est libre.

On peut également démontrer que :
im f = {(x,y,z,t) cR* ’ x—y—z:O}
e. On obtient :
ker f = Vect ((0,1,—1,—1), (1,0, —1,2)) im f = Vect ((0,3,5,4),(—1,1,2,1))

On justifie que dimker f = dimim f = 2, le théoreme du rang est vérifié.
f. On calcule : ker f = Vect ((2,—1,2,1,4))
On en déduit que le noyau de f est de dimension 1, puis le théoréme du rang montre
que I'image de f est de dimension 4, et ainsi : im f = R*
Ceci prouve également que f est surjective.
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Soit n un entier positif non-nul et f ’endomorphisme de R™ défini par :

f(ffl,---,xn):<1’2,$3,---,I’n,1’1)

Déterminer le rang de f puis de g = 1d — f.

Le noyau de f est réduit au vecteur nul :

ker f = {ueR"| f(u) =0grn}
={(z1,...,2,) ER"| (x2,23,...,2n,21) = (0,...,0)}
={(0,...,0)}

On en déduit que f est injective.

Or f est un endomorphisme de R™ qui est de dimension finie. Par corollaire du théoreme
du rang ceci implique que f est un isomorphisme.

En conséquence f est surjective, i.e., im f = R", et donc f est de rang n.

Pour déterminer le rang de g on explicite :
V(zq,...,2z,) € R" g(x1, ... ) = (11 — e, Ty — T3, ..., Tyy_1 — Tp, T — T1)
On peut alors calculer le noyau de g :

Ve = (xq,...,2,) € R"

xekerg <= (vr1—To, T2 —X3,...,Tn_1 — Tpn,Tp —x1) = (0,...,0)
— 1 =To=-""=Ty
<~ .13:((171,...7.1}1):$1<1,...,1)
Le noyau de g est donc le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (1,...,1) :

ker g = Vect ((1,...,1))

Ce vecteur est non-nul donc il forme une famille libre a un élément, qui est aussi génératrice
de ker g. Cette famille est donc une base de ker g, et ainsi ker g est de dimension 1.

D’apres le théoreme du rang :
dimker g + dimim g = dim R"

Ainsi dimimg =n — 1, i.e., g est de rang n — 1.
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Pour tout y € C*(R) on note :

o(y) =y" — 4y + 20y

a. Justifier que ¢ est une application linéaire de C*(R) dans C°(R).
b. Déterminer le noyau de ¢.

c. Soit n € N* fixé. On note E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal an,et ¢ : F — FE
y — oY)
Démontrer que v est bien définie puis que ¢’est un automorphisme.

Cet exercice fait suite a l'exercice 7 du chapitre B8, dont nous reproduisons le corrigé
ci-dessous.

a. Siy est de classe C? alors elle est deux fois dérivable de dérivée seconde continue. Ainsi
y' et y” sont définies et continues. Par combinaison linéaire 3" — 4y’ + 20y est définie
et continue.

Ceci montre que ¢ est bien définie sur C*(R) & valeurs dans C(R).

L’application de dérivation D : y +— ¢y est linéaire. Par composition I'application
Do D :yry” est linéaire.

Or op=DoD—4D+20Id donc ¢ est combinaison linéaire d’applications linéaires,
et par propriété ¢ est linéaire.

b. Le noyau de ¢ est 'ensemble des fonctions y de classe C? telles que :
y' — 4y +20y =0

Il s’agit donc des solutions de cette équation différentielle.

L’équation caractéristique associée est :
N —4X+20=0

Ses solutions sont 2+ 47 et 2 — 44¢. Par théoreme les solutions de 1’équation différentielle
sont les fonctions y définies par :

Vt e R y(t) = e*(avcos(4t) + Bsin(4t))
ou « et § sont deux réels. Ceci s’écrit
Vt e R y(t) = ae® cos(4t) + Be* sin(4t) (o, B) € R?
De fagon équivalente, y = ay; + Bys ou y; et ys sont les fonctions définies par :
VteR y1(t) = e* cos(4t) et ya(t) = e* sin(4t)

Ainsi les solutions de ’équation différentielle sont les combinaisons linéaires de y; et y»
et donc :
ker o = Vect (y1, y2)

page 23/35



MPSI — Mathématiques Corrigé du TD B10 : Dimension

c. On peut noter £ = R,,[z], le z minuscule signifiant qu’il s’agit de fonctions polynomiales
et non de polynomes.

Si y est une fonction polynomiale alors elle est de classe C2, donc ¢(y) est définie.

De plus, si y est une fonction polynomiale, alors ses dérivées 1’ et y” sont des fonctions
polynomiales, donc ¢(y) = y"” — 4y’ + 20y est une fonction polynomiale.

Enfin, si y est de degré inférieur ou égal a n alors 3 et 3" sont de de degrés inférieurs
a n, donc ¢(y) est de degré inférieur ou égal a n.

Ceci montre que : Vy € E ¢(y) € E
On dit que E est stable par ¢.

En conséquence 'application 1 est bien définie. Elle est bien définie sur F, et a valeurs
dans E.

Comme ¢ est linéaire alors ¥ est linéaire. Donc 1 est un endomorphisme de F.

Comme F est de dimension finie, par corollaire du théoreme du rang il suffit de dé-
montrer que v est injective ou surjective pour en déduire qu’elle est bijective.

Il est difficile de démontrer directement que ) est surjective. Par contre on peut dé-
montrer qu’elle est injective, il suffit de calculer son noyau.

Soit y appartenant au noyau de 1. Alors y est une fonction polynomiale de degré au
plus n et o(y) =0, i.e., vy’ — 4y’ + 20y = 0.

Deux méthodes pour démontrer qu’alors y =0 :

Méthode 1.

Supposons que y est non-nulle. Alors les degrés de 3" et de 3 sont strictement inférieurs
a celui de y. Donc deg(y” — 4y’ + 20y) = degy. Ceci donne degy = deg0 = —o0, c’est
une contradiction. On en déduit que y = 0.

Méthode 2.

Comme ¢(y) = 0 alors y appartient au noyau de ¢, donc il existe deux scalaires « et
B tels que y = ay; + Pys :

VteR  y(t) = e*(acos(4t) + Bsin(4t))

On prouve que ceci est impossible pour une fonction polynomiale, & moins que ce soit
la fonction nulle.

Par exemple la limite de y en —oo est nulle. En effet, par inégalité triangulaire :

Vie R ly(t)| = e*|acos(4t) + Bsin(4t)|
< e*(|acos(4t)| + |Bsin(4t)|)
< e(lal +8])

Par théoreme d’encadrement on en déduit : tLiEn y(t)=0

Un polyndéme non-nul ne peut tendre vers 0 en —oo, donc y est le polynome nul.

On a donc démontré que kery = {0g}. Ainsi 9 est injective.
Or E est un espace vectoriel de dimension finie : dimR,[z] =n+1

Comme 1 est un endomorphisme injectif de E alors ¢ est un automorphisme de F,
par corollaire du théoreme du rang.
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On note f 'application :

£ Ro[X] — R3
P — (P(1),P(2), P(3))

a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que f est un isomorphisme.
c. Justifier qu’il existe un unique polynéme P de degré au plus deux dont la courbe
passe par les points de coordonnées (1,—1), (2, —2) et (3,1).
d. Onpose: P =3(X —2)(X —3)
P = —(X —1)(X - 3)
Py= J(X ~1)(X - 2)
Démontrer que la famille B = (P, P, P;) est une base de Ry[X].
Donner I'image de cette base par f.
e. Déterminer le polynéme P dont 'existence et l'unicité ont été démontrées ci-dessus.
a. Les composantes de f sont les applications P +— P(i) pour i allant de 1 a 3. La

b.

d.

spécialisation étant linéaire, elles sont toutes les trois linéaires, et donc f est linéaire.

On détermine le noyau de f.

Soit P un polynoéme appartenant au noyau de f. Alors f(P) = Ogs, ce qui signifie que
P(1) = P(2) = P(3) = 0. Donc P admet au moins trois racines. Mais P appartient a
Ry[X], donc il est de degré au plus 2, et il ne peut admettre plus de deux racines s’il
est non-nul. Ainsi P = 0.

On a démontré que ker f C {OR2 [ X]}. L’inclusion réciproque est évidente, car ker f est

un sous-espace vectoriel de . Donc ker f = {ORQ[X]}.

Ceci justifie que f est injective.

On sait que Ry[X] est de dimension 3, car pour tout n € N, R,[X] est de dimension
n + 1. Or R3 est aussi de dimension 3. Par corollaire du théoréme du rang, f est un
isomorphisme.

Plus précisément, le théoreme du rang donne :
dimker f 4+ dimim f = dim Ry[X]

Comme ker f = {0} alors im f est de méme dimension que Ry[X]. On en déduit que im f
est de dimension 3, et comme im f est un sous-espace vectoriel de R? alors im f = R3,
ce qui montre que f est surjective.

. Le vecteur v = (—1,-2,1) est élément de R3. L’application f : Ry[X] — R? est

bijective. Il existe donc un et un seul élément P de Ry[X] tel que f(P) = v.

L’égalité f(P) = v signifie P(1) = —1, P(2) = =2 et P(3) = 1.

Il existe donc un unique polynéme P de degré au plus 2 vérifiant ces trois conditions,
i.e., dont la courbe passe par les points de coordonnées (1, —1), (2,—2), et (3,1).

On démontre que la famille B est libre.
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Soit A1, A2, A3 trois scalaires tels que A\ Py + Ao Ps + A3 P35 = Op,[x] :

zl(x _9)(X —3) = M(X — 1)(X —3) + A23(X (X —2)=0

La spécialisation en 1 donne A\; = 0, la spécialisation en 2 donne Ay = 0, et la spéciali-
sation en 3 donne A3 = 0.
On a démontré que :

V(Al, )\2, )\3) E RS )\1P1 + )\QPQ "— )\3P3 — ORQ[X} — )\1 — )\2 - )\3 — O

La famille B est donc libre.

Or elle contient trois éléments, et Ro[X] est de dimension 3. Elle est donc libre maxi-
male, et ainsi ¢’est une base de Ry[X].

Pour P, = $(X — 2)(X — 3) on obtient Py(1) =1, Pi(2) = Pi(3) = 0, donc f(P,) =
(1,0,0) = e;.
De méme on vérifie que f(P,) = e et f(P3) = e3.
En résumé, pour i =1, 2, 3 : f(P) = e;.
e. On a justifié qu’il existe un et un seul polynéme P tel que P(1) = —1, P(2) = —2 et
P(3) =1, i.e., tel que f(P)=(-1,-2,1).
Ceci s’écrit :  f(P) = —e; —2ey + €3
Alors : P = f~1(—e; — 29 + €3)
Comme f est linéaire alors f~! est linéaire, donc :

P=—f"(er) = 2f ' (ea) + ' (e3)
Pour tout i = 1,2,3, comme f(P;) = e; alors P, = f~!(e;), donc :

P:—P1—2P2+P3

On calcule :
1 1
P=—5(X = 2)(X = 8) + 20X — )(X = 3) + 5(X ~ (X ~2)
=2X°—7X +4
Effectivement le polynome P = 2X? — 7X + 4 vérifie P(1) = —1, P(2) = —2 et
P(3) =1.
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Soit m un entier naturel. On considere S et A les sous-espaces vectoriels de
M = M, (K) contenant les matrices respectivement symétriques et antisymétriques.
On définit 'application :

fM—M
M — XM+ M)
a. Démontrer que S et A sont I'image et le noyau de f.
b. Démontrer que f est un projecteur.
Que peut-on en déduire au sujet de S et A7

Quelle est la symétrie associée ?

c. Déterminer les dimensions de S et de A. Vérifier que leur somme donne le résultat
attendu.

a. L’application de transposition M > 'M est linéaire, donc elle est un endomorphisme
de M.

Comme f est combinaison linéaire de I'identité de M et de cet endomorphisme alors
f est un endomorphisme de M.
Par définition son noyau est ’ensemble :

kerf={MeM| f(M)=0}={MeM| ' 'M=-M}=A

En effet, les matrices antisymétriques sont les matrices telles que ‘M = —M.
Démontrons que im f = S.

Soit N € im f. Alors il existe M € M telle que f(M) = N, donc N = (M + *M).
Par linéarité de la transposition : *N = (‘M + M) = N.

Ceci montre que N est symétrique, donc N € S.

Ainsi im f C S.

Réciproquement, soit N € S. Alors ‘N = N, donc f(N) = 3(N + N) = N. Ainsi
N €im f.

On a démontré que S C im f.

Par double inclusion : im f = S.

b. On vient de voir que toute matrice N de I'image de f vérifie f(N) = N. Ainsi, pour
tout M € M, comme f(M) € im f alors f(f(M)) = f(M).
On peut aussi le vérifier directement :

VM eM  fof(M)=f(3(M+"M))=2L(f(M)+"f(M))
=M+ "M+ "M+ '("M)) = §(M + 'M) = f(M)

Ainsi f o f = Idn, donc f est un projecteur.
On en déduit que A et S, son noyau et son image, sont supplémentaires dans M :

M=SaA

La symétrie associée est la symétrie par rapport a S parallelement a A, elle vérifie la
formule s = 2f — id.
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En conséquence, pour tout M e M : s(M)=(M+ 'M)—M="'M
La symétrie associée a f est la transposition.

Effectivement la transposition vérifie s o s = id, elle laisse stable S et elle envoie les
éléments de A sur leur opposé.

c. La famille contenant les matrices F;; + Ej; pour ¢ < j et les matrices Fj; pour tout i

forme une base de S.

+n = @ éléments, donc S est de dimension w

La famille contenant les matrice E;; — Ej; pour ¢ < j forme une base de A.
n(n—1)
—5.

On compte qu’elle obtient @

Elle obtient @ éléments, donc A est de dimension

Comme S @ A = M alors on doit obtenir dim S + dim A = dim M. Effectivement :

n(n+1) N n(n —1)

5 5 =n? = dim M

dimS + dim A =

Remarque. Il est aussi possible de démontrer que la restriction de f & 7, 'ensemble des
matrices triangulaires supérieures, est un isomophisme de 7 dans S. Pour ceci il suffit
de justifier que toute matrice symétrique S s’écrit S = (T + 'T') avec T triangulaire
supérieure, et que si T est triangulaire supérieure et antisymétrique alors 7" est nulle.

On en déduit dim S = dim T = "),

Comme M =8 & A alors dim A = dim M — dim S, on obtient dim A = "(”2_1).

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE) tel querg f =rg fo f.
a. Démontrer que im f =1im fo f et ker f =ker f o f.
b. Démontrer que £ = im f @ ker f.

c. Réciproquement, démontrer que si im f et ker f sont supplémentaires dans F alors

rgf=1gfof.

a. On démontre d’abord que im(f o f) Cim f.
Soit v un vecteur de E. Si v € im(f o f) alors il existe u € E tel que v = f(f(u)), donc
a fortioriv € im f. En effet f(u) est antécédent de v par f.
Ceci montre que : im(fo f) Cim f
Par énoncé rg f = rg(f o f), ce qui signifie : dimim f = dimim(f o f)
On a donc im(f o f) Cim f et dimim f = dimim(f o f), d’ou im(f o f) = im f.

On démontre maintenant que ker f C ker(f o f).

Soit u € ker f. Alors f(u) = 0g. Comme f est linéaire alors f(0g) = Og, donc f(f(u)) =
Op, et ainsi u € ker(f o f).

On a démontré que : ker f C ker(f o f)
Comme FE est de dimension finie alors on peut appliquer le théoreme du rang a f et a
fof:
dim F = dimker f + dimim f = dimker(f o f) + dimim(f o f)
Comme dimim f = dimim(f o f) alors dimker f = dimker(f o f).
On a donc ker f C ker(f o f) et dimker f = dimker(f o f), d’ou ker f = ker(f o f).
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b. Par théoreme, si
(i) ker fNim f = {0g} et (i) dimker f + dimim f = dim £

alors /' = ker f @& im f.
Le point (7i) est conséquence du théoreme du rang, il reste a démontrer le point (7).

Tout d’abord, comme f est une application linéaire de £ dans E alors ker f et im f
sont des sous-espaces vectoriels de FE, et donc contiennent son vecteur nul, et ainsi

{0g} Cker fNim f.

Réciproquement, choisissons un vecteur v de ker f Nim f.
Alors v € im f, donc il existe u € E tel que v = f(u).

Et comme v € ker f alors f(v) = Og.

Ceci donne f(f(u)) = 0g, donc u € ker(fo f). Mais nous savons que ker(fo f) = ker f,
donc u € ker f. Ceci donne f(u) = 0g puis v = 0.

On vient de montrer que ker fNim f C {0g}. Par double inclusion ker fNim f = {0g}.

Les points (i) et (i) étant assurés, ker f et im f sont supplémentaires dans F :
E=ker f®im f

c. Supposons que ker f et im f sont supplémentaires dans E, et démontrons que rg f =
rg f o f, donc que im f et im f o f sont de méme dimension.

Comme im f o f Cim f il suffit de démontrer que im f C im f o f.

Soit v € im f. Alors il existe u € E tel que v = f(u).

Comme F =im f @ ker f alors il existe u; € im f et uy € ker f tels que u = uy + us.
Comme u; € im f alors il existe v; € E tel que u; = f(vy).

Comme uy € ker f alors f(us) = Op.

On en déduit par linéarité de f :

v=f(u) = flur +uz) = f(u) + fuz) = f(f(v1)) + 0 = fo f(vr)

Ainsi v admet un antécédent par f o f, donc v € im f o f.
On a démontré que im f C im f o f. Par double inclusion im f = im f o f, puis par
égalité de dimension rg f =rg f o f.
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Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f, g deux endomorphismes de E
tels que f + g est bijectif.

a. Démontrer que imf+img=FE et kerfNkerg={0g}.
b. On suppose de plus que fog=0.

Démontrer que im g = ker f, et que ker g et im f en sont deux supplémentaires.

a. Comme f et g sont deux endomorphismes de F alors leurs noyaux et images sont des
sous-espaces vectoriels de E. Les inclusions im f +img C E et {Og} C ker f Nkerg
sont alors immédiates.

On suppose que f + g est bijectif, donc f + g est surjectif et injectif.

Comme f+ g est surjectif alors pour tout v € E il existe u € E tel que v = f(u)+g(u),
ce qui implique que v € im f 4 im g.

On a démontré que F C im f + im g, donc par double inclusion im f +img = FE.

Soit u € ker fNkerg. Alors f(u)+g(u) =0g+0g = 0g, donc (f+g)(u) = (f+9)(0g).
Or f + g est injectif, donc u = 0.

On a démontré que ker fNker g C {0z}, donc par double inclusion ker fNker g = {0g}.

b. Comme f o g = 0 alors im g C ker f. En effet, si u € im g alors il existe v € E tel que
u = g(v), donc f(u) = f(g(v) =0 et u € kerg.
On en déduit, d’apres la question précédente :

E Cim f + ker f et imgNkerg C{0g}
Par doubles inclusions :
E =im f +ker f et imgNkerg={0g}
D’apres le théoreme du rang, E étant de dimension finie :
dimim f 4+ dimker f = dimim g 4+ dimker g = dim E
La formule de Grassmann :
dim(im f + ker f) = dimim f + dimker f — dim(im f Nker f)
montre que dim(im f Nker f) = 0, donc im f Nker f = {0g}. Finalement, comme :
dimim f 4+ dimker f = dim £ dimim g 4+ dim ker ¢ = dim F
{imfﬂkerf:{OE} o {imgﬂkerg:{OE}

Alors par théoreme : E =img® kerg =im f @ kerg
Enfin la formule im f 4 im g = F montre que

dimim f 4+ dimimg > dim £
On en déduit :
dimim g > dim ker f

Comme im g C ker f, alors dimim g < dimker f, et donc dimim g = dim ker f et enfin
img = ker f.
On a bien démontré que im g = ker f, et que ker g et im f en sont deux supplémentaires.
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Soit f et g deux endomorphismes de F, espace vectoriel de dimension finie n, tels
que fof=0et fog+ go f=I1dg. Démontrer que n est pair.

e On démontre que im f C ker f :
Soit v € im f. Alors il existe u € E tel que v = f(u).
En appliquant f ceci donne f(v) = f(f(u)). Comme fo f =0 alors f(v) = Og, ce qui
montre que v € ker f.
On en déduit que im f C ker f.
e On démontre que ker f Cim f :
Soit u € ker f. Alors f(u) = 0.
Comme fog+go f=Idg alors f(g(u)) + g(f(u)) = u.
Or f(u) = Og et g(0g) = O car g est linéaire, donc u = f(g(u)). Ceci montre que
u € im f, puisque u est I'image de g(u) par f.
On a démontré que ker f C im f.
» Par double inclusion les deux points précédents donnent : ker f = im f

On peut appliquer le théoreme du rang car E est de dimension finie :
dimker f + dimim f = dim F

Or ker f =im f donc :
2dimker f =n

La dimension de ker f est un entier, donc n est multiple de 2, i.e., n est pair.

Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f € L(FE,F),
g€ L(F,G) et he L(E,G).

a. Démontrer que si h = go f alors imh C im g et ker f C ker h.

On suppose que im A C im g. Le but de la suite est de démontrer qu’il existe ¢ € L(FE, F')
tel que h = go .

b. Soit (wy, ..., w,,) une base de im h. Démontrer que chaque w; posséde un antécédent
u; par h et v; par g.

c. Soit Fy = Vect (uq, ..., uy). Démontrer que F; est un supplémentaire de ker A dans
E.

d. Construire une application linéaire ¢ : F — F' vérifiant h = g o ¢.

On suppose maintenant que ker f C ker h.

e. Construire une application linéaire ¢ : F' — G telle que h = ¢ o f.

a. On suppose que h = g o f.
Soit w € im h. Alors il existe u € E tel que w = h(u). Ceci donne w = g o f(u), donc
w e immg.
Soit u € ker f. Alors h(u) = go f(u) = g(0r) = O car g est linéaire, donc u € ker h.
On a démontré que imh C im g et ker f C ker h.
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b. Comme E est de dimension finie et h € L(E, G) alors im h est de dimension finie, car

elle est engendrée par exemple par I'image d’une base de E.
Soit (wy, ..., wy,) une base de im h. Tout élément w; de cette base appartient a imh
donc admet un antécédent par h. Ainsi pour tout ¢ = 1,...,m il existe u; € E tel que
Comme im h C im g alors chaque w; appartient a im g, donc admet un antécédent par
g. Ainsi pour tout ¢ = 1,...,m il existe v; € F tel que w; = g(v;).

c. Comme h € L(E,G) alors kerh est un sous-espace vectoriel de E. Comme les u;
appartiennent a F alors Fy = Vect (uq, ..., u,) est un sous-espace vectoriel de F.
Ceci justifie déja que {0g} C Ey Nkerh.

Réciproquement, soit u un élément de F; N ker h. Alors u € E; donc il existe des
scalaires Aq,..., A\, tels que u = A\jug + -+ + A,

De plus u € ker h donc h(u) = Og, puis par linéarité A\jh(ui) + - - - + A\ph(uy) = Og, et
enfin \jw;y + - -+ + A\jpw,, = 0g car les u; vérifient h(u;) = w; par définition.

On en déduit A; = --- = A, = 0 car la famille (wy, ..., w,,) est libre, car c’est une base
de im h. Ceci implique que v = O, donc E; Nker h C {0g} puis par double inclusion
E1 Nkerh = {OE}

Démontrons maintenant que la famille (uq, ..., u,,) est libre. Soit Aq,..., \,, des sca-
laires tels que A\juy + -+ - + A\, = Og.

Alors comme ci-dessus Ajh(ug) + -+ + Aph(uy,) = Og, puis \jw; + - -+ + Apw,, = 0g,
et enfin Ay = --- = \,;, = 0 car la famille (wy,...,w,,) est libre.

Ainsi la famille (uq, ..., u,,) est libre. Or elle est génératrice de E7, donc c’est une base
de F;. En conséquence E; est de dimension m.

Or la famille (wy, ..., w,,) est une base de im h, donc im h est de dimension m. D’apres

le théoreme du rang :
dimker A +dimimh = dim F

On en déduit dim £ = dimker A + dim £, et comme on sait que kerh N E; = {0}
alors par théoreme ceci implique que F = ker h & E.

d. Comme E = kerh & E; alors une application linéaire de E dans F' est uniquement
déterminée par ses restrictions a ker h et a Ej.

Comme la famille (uq,...,u,,) est une base de E; alors une application linéaire de E}
dans I’ est uniquement déterminée par l'image des u;.

On définit ¢y : E; — F comme étant I'unique application linéaire de F; dans F' telle
que pour tout i = 1,...,m : @1(u;) = v;.
Ensuite on note ¢y I'application nulle de ker A dans F'.

Soit ¢ I'unique application linéaire de E dans F' telle que la restriction de ¢ a F; est
1 et la restriction de ¢ a ker h est @,.

Cette application étant définie, démontrons qu’elle vérifie bien h = g o .

Pour tout i = 1,...,m, comme ¢ (u;) = v; alors ¢(u;) = v;, puis g o p(u;) = g(v;) =
La famille (uq, ..., u,) est une base de E) et pour tout i = 1,...,m : gop(u;) = h(u;).

Donc g o p(u) = h(u) pour tout u € Fj.
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Soit u € ker h. Alors h(u) = 0. De plus ¢(u) = pa(u) = 0p donc gop(u) = 0 = h(u).
On a bien g o ¢(u) = h(u) pour tout u € ker h.

Les applications g o ¢ et h sont égales sur F; et ker h, lesquels sont supplémentaires
dans E. Une application linéaire est uniquement déterminée par ses restrictions a ses
sous-espaces supplémentaires, donc g o ¢ et h sont égales sur E tout entier.

On a construit une application linéaire ¢ : E — F telle que h = g o .

e. On suppose que ker f C ker h et on construit une application linéaire ¢ : F' — G telle
que Yo f = h.
On peut procéder de fagon un peu plus rapide que précédemment en utilisant le lemme
préliminaire au théoréme du rang.

Comme E est de dimension finie et f € L(F, F) alors ker f admet un supplémentaire
E’ dans E. D’apres le lemme en question 'application

' B —imf
u — f(u)

est un isomorphisme.

Sa réciproque f'~! est donc bien définie, c’est une application de im f dans E’, donc
de im f dans E. On note v, sa composition avec h : 1); = ho f'~1.

Alors 1)y o f" est une application linéaire de ' dans G vérifiant ¢ o f' = hjpr.

Soit I’ un supplémentaire de im f dans F'. Il existe bien un tel supplémentaire car im f
est un sous-espace vectoriel de F', qui est de dimension finie.

Alors F' = im f @ F’. On a défini 1); = ho f'~1 et on note v, I'application nulle de F’
dans G. Soit ¢ I'application linéaire de F' dans G dont les restrictions a im f et F”’ sont
respectivement v, et 5.

Démontrons que ¥ o f = h.
Comme E = ker f @ E’ alors il suffit de démontrer ceci sur ker f et sur F’.

Comme ker f C ker h alors pour tout u € ker f on a u € ker h donc ¥(f(u)) = ¥(0F) =
O¢ = h(u). Les restrictions a ker f de ) o f et de h sont égales.

La restriction de ¢o f a E’ est 1o f’. Comme I'image de f’ est im f alors ¢po f' = 410 f’.
On a justifié que v o f' = hjp/, donc la restriction de 1o f a £’ est égale a celle de h.
Comme E = ker f & E’ alors ¢ o f et h sont égales sur F tout entier.

On a construit une application linéaire ¢ : F' — G telle que h = ¢ o f.
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Soit n et m deux entiers avec 0 < m < n.

Soit (41, ..., @) une famille de m formes linéaires non-nulles de F, espace vectoriel de
dimension n.

Pour tout k =1,...,m on note Hy = ker . Soit F = HyN---N Hp,.

Le but de cet exercice est de démontrer que F' est de dimension n — m si et seulement
si la famille (o1, .., pm) est libre.
On définit 'application f: EF — K™
u — (pr(u), ..., om(u)).
a. Justifier que f est linéaire, déterminer son noyau. Minorer la dimension de ce noyau.

b. Justifier que si dim F' = n — m alors pour tout £ = 1,...,m, le vecteur e, de K™
possede un antécédent uy par f. En déduire que la famille (¢4, ..., ) est libre.

c. Démontrer que si rg f < m alors im f est inclus dans un hyperplan H de K™. En
déduire que la famille (1, ..., ¢n,) est liée.

d. Conclure.

a. Les composantes de f sont des formes linéaires donc f est linéaire.

Son noyau est 'ensemble des vecteur u de E tels que ¢;(u) -+ = ¢, (u) = Og. 1l s’agit
de F':

Vue E uckerf <= o¢i(u)=-=pnu)=0
— Vi=1,....m ¢;i(u)=0g
— Vi=1,....m wu€keryp;, =H,
— wuwe(\H;=F
i=1

D’apres le théoreme du rang :
dim £ = dim ker f + dimim f

On en déduit n = dim F' 4 dimim f puis dim /' = n — dimim f.
Comme im f est un sous-espace vectoriel de K™ alors dimim f < m, et donc on obtient
dimF >n—m.
b. Si dim F' = n — m alors d’aprés ce qui précede dimim f = m. Or im f C K™, donc par
égalité de dimension im F' = K™. Ceci signifie que [ est surjective.
Tout élément de K™ possede alors un antécédent par f, et a fortiori tout vecteur de la
base canonique possede un antécédent par f.
On a donc justifié que pour tout vecteur e, de la base canonique de K™ il existe un
vecteur ug de E tel que ex = f(uy).
Ceci signifie :
V(i k) € {1,...,m}®  pi(uw) = { (1) zinlon.k
Démontrons maintenant que la famille de formes linéaires (g1, ..., ¢n) est libre. Soit
A1, ..., Ay des scalaires tels que A1 + -+ + A = 0. Alors -

Vue E Apr(u) 4+ -+ -+ Apom(u) = Ok
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Ceci est donc valable pour tout vecteur uy défini ci-dessus, ce qui implique que A\, =0
pour tout k=1,...,m.
On a démontré que si Adjp; + -+ Apm = 0 alors Ay = --- = X\, =0, donc la famille
(P15 -, ¢m) est libre.

c. Sirg f <malorsrg f < m—1, car le rang est un entier. Ainsi im f est un sous-espace
vectoriel de K™ de dimension inférieure ou égale a m — 1.
Soit (u1,...,u,) une base de im f. La famille (uy, ..., u,) est alors une famille libre de
vecteurs de K™, donc par le théoreme de la base incomplete elle peut étre complétée
en une base (ug,...,uy,) de K.

Posons H = Vect (u1, ..., Up—1). Comme p < m — 1 et im f = Vect (uq,...,u,) alors
imf CH.
Comme la famille (uq, ..., umn_1) est incluse dans la base (u1, ..., u,) de K™ alors elle

est libre, et donc H est de dimension m — 1. Ainsi H est un hyperplan de K™.

L’équation de H est de la forme a;xy + - - -+ a;,z,, = 0 ou les a; sont des scalaires, non
tous nuls car H est strictement inclus dans K™.

Pour tout u € E on a f(u) € im F' donc f(u) € H, ce qui donne :
arpr(u) + -+ ampm(u) = Or

Ainsi a1 + -+ - 4+ amp,m = 0 alors que les a; ne sont pas tous nuls, donc la famille
(@1, .., om) est liée.

d. On a démontré que F' est de dimension n — m si et seulement si la famille de formes
linéaires (o1, ..., @) est libre. Le sens direct est démontré dans la question (b), le sens
indirect est démontré par contraposée dans la question (c). En effet, si F' n’est pas de
dimension n —m alors dim F' > n — m ce qui donne rg f < m.
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