Lycée Bellevue — Toulouse 31 mars 2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°12

1. Soit y une solution de I’équation &p. Comme a,, # 0 alors :

n Anil (p— ay Qo

gy = L= o Ty Ty (1)
an, an, an,

On démontre par récurrence sur k € IN la proposition %, : la fonction y est dérivable

k fois.

Initialisation. Comme y est solution de I’équation &p alors y est dérivable n fois donc
les propriétés %y, ..., %, sont vraies.

Hérédité. Supposons que pour un certain entier k la proposition %y est vraie.
Sik<n—1alors k+ 1< n donc on sait déja que la proposition %, est vraie.
Supposons que k > n.

Alors la fonction y est dérivable k fois, donc pour tout j =0,...,n — 1 la fonction 3%
est dérivable k — 5 fois.

Comme j < n—1alors k—j > k—n+1, donc les fonctions ) sont dérivables k —n+1
fois.

Par somme 1’égalité (1) montre que la fonction y™ est dérivable k —n + 1 fois, donc y
est dérivable k + 1 fois et la proposition %, est vraie.

Conclusion. Par récurrence la proposition %y est vraie pour tout k£ € IN donc y est de
classe 6°°.
2. Soit y € 6™, c’est-a-~dire une fonction de R dans C de classe 6.

(k

Comme ¥ est de classe €™ alors pour tout k& € IN la fonction y*) est définie et de classe

€.
Par combinaison linéaire la fonction ®p(y) = > _ary™ est de classe 6.
k=0

Pour tout y € €™, ®p(y) est définie et appartient a 6°°, donc 'application ®p est bien
définie.

La dérivation y + 3’ est linéaire, donc par composition k fois, pour tout k& € IN
Iapplication y — y*) est linéaire.

L’application ®p est combinaison linéaire des applications y — y*) pour k allant de 0
a n donc elle est linéaire.

Ainsi ®p est une application linéaire de 6 dans lui-méme donc c’est un endomor-
phisme de 6.

Son noyau est I’ensemble des application y : R — C de classe 6™ telles que ®p(y) = 0,

donc telles que Zaky(k) = 0. Il s’agit des solutions de I’équation &p qui sont de classe
k=0

6.

D’apres la question précédente les solutions de &p sont toutes de classe 6™, donc ker ¢ p
est 'ensemble des solutions de I'équation &p, c’est-a-dire Ep : ker ®p = Ep.
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3. Soit P et () deux polyndémes a coefficients complexes et A un complexe.

On note P =Y arX* et Q = D b X", ot n = Max {deg P, deg Q}.

k=0 k=0

Alors AP + Q = (Aag + by) X*, donc pour tout y € 6> :

(Aag + bk)y(k)

Eal
M= 1
o

Dy\pig (y) =

£
Il
o

I
NE

(Aary® +by®) = AXary® + Y by® = A0 (y) + Pa(y).
k=0 k=0

B
Il
o

Ceci montre que :
V(P,Q) € C[X]? VAeEC  ®ypig=)\p+ Py
L’application P +— ®p est donc linéaire.
4. Comme P = f:aiXi et Q = En:ijj alors PQ = izn:aiij”j.
i=0

= j=0 i=0;j=0
Soit y € 6°°. Alors :

m n m n . m n (4)
(I)PQ(y> = ZZaibjy(”j) = Zaiij <y(j))() - Zai (ijy(j)> )
‘ =

i=05=0 i=0 =0 i=0
Ceci donne :

Droly) = iax%@))“) — Bp(Do()).

Ceci étant valable pour tout y € €™, on en déduit que : Ppg = Pp o Py,.
On a donc démontré que :
V(P,Q) € CIX]?  ®pg=PpoPq.
Nous savions que ® est une application linéaire de 'espace vectoriel (C[X],+,+) dans
I'espace vectoriel (£(6>),+, ).
En ajoutant que ®; = Id¢~, nous pouvons aussi démontrer que ® est un morphisme
d’anneaux de (C[X], +, x) dans (£(€), +, o).
Il s’agit en fait d’'un morphisme d’algébres.

5. (a) On sait que pour tout polynéme P, Ep est le noyau de 'application linéaire ®p de
6> dans lui-méme.

Par propriété un noyau est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel de départ,
donc Ep est un sous-espace vectoriel de 6.

Démontrons que Ep C Ei.

Soit y € Ep. Alors ®p(y) = 0. Comme R = PQ alors R = QP et d’apres la question
précédente Pr(y) = g o Pp(y) = Po(0) =0, donc y € ker Pr = Ep.

Ceci montre que Ep C Eg, et de méme Eg C Ep.

Finalement Ep, Eg et Ep sont trois sous-espaces vectoriels de 6™ avec Ep C Ep
et Eg C Eg, donc Ep et Eg sont des sous-espaces vectoriels de Ep.
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(b) Comme P et () sont premiers entre eux alors d’apres le théoréme de Bézout il existe
deux polynémes U et V tels que PU + QV = 1.

Comme l'application @ est linéaire alors :  ®pyygy = Ppy + gy

On sait aussi d’apres la question (4) que:  @py = Ppo®y et Doy = Pgody.
On en déduit donc : Ppyigv = Ppo Py + Pg o Py

Comme PU + QV =1 alors ®pyigy = ®1.

Le polynome 1 est le polynome dont les coefficients sont ag = 1 et ap = 0 pour tout
k > 1, donc pour tout y € € : Dy(y) = v.

En d’autres termes ®; = Id¢>.

On a donc démontré que :

(c) Comme Ep et Eg sont des sous-espaces vectoriels de Eg alors Ep + Eg C Eg.
Soit y € Er. Alors d’apres la question précédente : y = ®p o Oy (y) + P o Py (y).
Soit yo = $p o Oy (y) et y3 = Pg o Py (y). Alors :

Do(y2) = Pg o Pp o Py(y) = Por o Pu(y) = Poru(y) = Pur(y) = Pu o Pr(y).

Comme y € Er = ker @ alors ®x(y) = 0.
Par linéarité de @y @ Pg(y2) = ®p(0) = 0.
Ceci montre que y» € Eq.

De méme on démontre que y; € Ep, et donc y = y; + y2 avec y; € Ep et y, € Eg.
Ainsi y € Ep + Ey.
On en déduit que Er C Ep + Eq et par double inclusion Er = Ep + Ej.

(d) Soit y € Ep N Eg. Alors @p(y) = Pg(y) = 0.

De méme que précédemment on obtient :
y =By 0 Dp(y) + By 0 (y) = By (0) + Py (0) = 0.

En effet les applications &y et @y sont linéaires.
Ainsi y = 0, et ceci montre que Ep N Eg C {0}.

Comme Ep et E sont des sous-espaces vectoriels de E alors {0} C EpN Eg, donc
Ep N Eg = {0}, i.e., Ep et Eg sont en somme directe.

Finalement ER = Ep + EQ et Ep N EQ = {0}, donc ER = Ep @D EQ.
6. (a) Comme P = (X — o)™ alors d’apres la formule du binéme :

n

P= I;J(Z) (—a)" kX",

Ceci donne :

Vye 6>  Dp(y) = i <n> (—a)"Fyk),
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Pour tout ¢ € R on pose a(t) = e~ . Cette fonction est de classe €™ et ses dérivées
successives sont :

VEeN VteR  aW(t) = (—a)e

Comme z(t) = a(t)y(t) alors d’apres la formule de Leibniz :

MeR -3 (1) a0 - > (1) ey
{gr)

ot est non-nul :

M =0 = > (Z) (—a)"Fy®) =0

Comme e~

On reconnait ®p(y), et donc :
2 =0 = dp(y) =0.

On a donc démontré que : y € Ep <= 2z =0

(b) On note C,[z] I’ensemble des fonctions polynomiales & coefficients complexes de
degré au plus n.

Soit z une fonction de R dans C de classe 6°°. On définit la propriété :
P, =0 = zeC, 1]

On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN*.

Initialisation. Comme R est un intervalle alors 2/ = 0 si et seulement si z est
constante, i.e., z € Cy[z]. La propriété %, est donc vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN* la propriété est vraie. Alors :
L= = (YW =0 <=  ZeChlz]

Ainsi z est une primitive d’une fonction polynomiale de degré au plus n — 1, donc
z est une fonction polynomiale de degré au plus n, i.e., z € C,[z].

Réciproquement, si z € C,[z] alors 2’ € C,,_4[z], donc la propriété 2, .1 est vraie.
Conclusion. Par récurrence la propriété 9, est vraie pour tout n € IN*.

Soit y € 6 et 2 : t — e *y(t). D’apres la question précédente :
yeEp <— MM=0 <= zeC,z]
Comme z(t) = e~ *y(t) alors y(t) = e**2(t), donc
ye Ep — y(t) = A(t)e™ avec A € C,,_1[X].

On a donc démontré :  Ep = {t+— A(t)e*' | A€ C,_1[X]}.
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(c) De fagon équivalente :
Ep = {t — ape™ + arte® 4+ - + a1t e ’ (ag, ... ,an_1) € @”} )
On définit les fonctions g, ..., y,_1 par:
Vk=0,....n—1 vVt e R yk(t)ztkeo‘t.
Ainsi :
Ep = Vect (Yo, .., Yn—1) -
Ceci montre que la famille (yo, ..., y,_1) est génératrice de Ep.

Démontrons qu’elle est libre.

Soit (ag, . ..,a,—1) des scalaires tels que agyo + -+ + @pn_1Yn_1 = 0, i.e., :
vVt € R ape® + arte™ + -+ a, 1" e = 0.
Comme e® #£ 0 :
vVt € R ag+ art 4+ -+ ap_1t" = 0.
En posant P =ag + a1 X + -+ -+ a,_1 X" ! ceci donne :
Vie R  P(t)=0.

Le polynéme P s’annule en une infinité de points, donc il est nul.
Ainsiag=---=a,_; =0.

On a démontré que :
Y(ag,...,an,—1) € C" ayo+ - Fp1Yp1=0 = ag=---=ay_1 =0.

La famille (yo, ..., y,—1) est donc libre.
Comme elle est génératrice de Ep alors c¢’est une base de Ep.
Comme elle contient n éléments alors Ep est de dimension n.

7. Pour tout n € IN on note 22,, la propriété : si P est de degré n alors dim Ep = n.
On démontre par récurrence forte que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Comme P est supposé non-nul, sont degré est bien un entier naturel.
Initialisation. Si P est de degré 0 alors P est constant non-nul : P =a € C*.
L’équation &p est alors ay = 0. Comme a # 0 elle donne y = 0, et donc Ep = {0}.
Cet espace vectoriel est de dimension nulle, donc dim Ep = 0.

La propriété % est vraie.
Hérédité. Soit n € IN*. On suppose que la propriété 9, est vraie pour tout k < n.

Soit P un polynome de degré n. Comme n > 1 alors d’apres le théoreme de d’Alembert-
Gauss P admet au moins une racine.

Notons a une racine de P, et m son ordre de multiplicité. Il existe alors un polynome

Q tel que P = (X — a)"Q et Q(a) # 0.
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Comme « est la seule racine de (X — a)™ et « n’est pas racine de @ alors (X —a)™ et
() sont premiers entre eux.

D’apres la question (5) :  Ep = Ex_ay» ® Eqg.
Par théoreme :  dim Ep = dim E(x_o)m + dim Eg.
D’apres la question précédente :  dim E(x_qym = m.
Soit k = deg . Comme P = (X — «)™(Q alors deg P = m + k, et comme « est racine
de P alors m > 1, donc k < n.
La propriété 9, est vraie par hypothese de récurrence, donc dim Eg = k.
On en déduit :
dim Ep =m+k = deg(X —a)™ + deg@Q = deg((X — )™ Q) = deg P.
La propriété 2, est donc vraie, I’hérédité est démontrée.
Conclusion. Par récurrence la propriété %,, est vraie pour tout n € IN.

Remarque. Le théoréeme cité par I’énoncé peut étre démontré de la méme facon, par
récurrence forte sur le degré de P.

En effet, on déduit de la question (5) que Ep = Ex_a)n @ Eg, ce qui permet d’écrire
les solutions de I'équation &p comme sommes de solutions de & x_oy» et de solutions
de 8@.

Autre remarque. On peut ajouter que si P est le polynéome nul alors ’équation &p est
0 = 0, elle est vraie pour tout y € 6™, donc Ep = 6, ce qui donne dim Ep = +00 =
—deg P.

. L’équation

y @ —11y® + 18y — 8y = 0
est I'équation Ep ot P = X* — 11X% + 18X — 8.
On remarque que 1 est racine de P.

Comme P’ = 4X3 — 22X + 18 et P” = 12X?% — 22 alors P'(1) = 0 et P”(1) # 0, donc
1 est racine de P d’ordre de multiplicité 2.

Il existe donc un polynéme Q tel que P = (X — 1)%Q.
Par division euclidienne on calcule : P = (X —1)}(X? 4+ 2X —38).
On obtient P = (X — 1)*(X —2)(X +4), donc les racines de P sont 1, 2, 4, d’ordre de
multiplicité respectifs 2, 1, 1.
D’apres le théoreme cité par ’énoncé les solutions de ’équation proposée sont les fonc-
tions y définie par :

Vte R y(t) = (at + B)e' + ye*' + e avec (a, 3,7,0) € C*.
Sans utiliser le théoreme, on peut résoudre ’équation en appliquant le résultat de la
question (5).
Comme (X — 1)? et @ sont premiers entre eux alors Ep = E(x_1y2 & Eqg.

On sait résoudre les équations € x_1y2 et Eg :
Ex_z: Y =2y +y=0 g: Y +2y —8y=0.

Les solutions de I'’équation €p sont les sommes d'une solution de & x_;)2 et d'une
solution de &g.
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