Lycée Bellevue — Toulouse pour le 29 avril 2024
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°13

Interpolation d’Hermite

Dans tout ce probleme, a et b sont deux réels tels que a < b.
Partie A. Existence et unicité

Soit E = R3[X] lespace vectoriel des polynomes de degré au plus 3 a coefficients réels.
On considere 'application

d: F — R*
P — (P(a), P'(a), P(b), P'(b))
1. Démontrer que ® est linéaire.
2. Déterminer le noyau de ®.
3. Démontrer que ® est un isomorphisme.
4. Soit f une fonction dérivable sur [a, b]. Démontrer qu'il existe un et un seul polynéme

P de degré au plus 3 tel que P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), P(b) = f(b) et P'(b) = f'(b).

Le polynéme P est appelé polyndme d’interpolation d’Hermite de f sur [a,b].

/]

5. (a) Déterminer un polynéme P; de E unitaire, qui vérifie Pi(a) = Pi(b) = P{(a) = 0
et un polynéme P, de F unitaire qui vérifie P»(a) = Py(b) = Py(b) = 0.
On note ¢ = 222 et d = 2222 puis Py = (X — b)?(X — ¢) et Py = (X — a)*(X — d).
(b) Déterminer ®(F;) pour i = 1,... 4.

Démontrer que la famille (P, ..., P;) est une base de E.

(c) Soit f une fonction dérivable sur [a,b]. Exprimer P, son polynéme d’interpolation
d’Hermite, en fonction des P; et de f(a), f'(a), f(b), f'(b).
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Partie B. Majoration de ’erreur

1. Démontrer le lemme suivant.
Lemme. Soit g une fonction dérivable sur |a,b]. On suppose que :
o [l existe ¢ € |a,b| tel que g(c) = 0.
o [l existe un réel K tel que :  Vz € [a,b] |¢(x)] < K.
Alors : Yz € [a,b] |g(z)| < K(b—a).
Soit f une fonction de classe C* sur [a,b], et p la fonction polynomiale d’interpolation
d’Hermite de f sur [a, b].
2. On note d(z) = f(z) — p(x).
(a) Justifier que d est de classe C* sur [a,b], que dY) = f®) et donner les valeurs de d
et de d’ en a et en b.
(b) Démontrer que d® s’annule au moins une fois sur ]a, b[.
(c) Justifier qu’il existe un réel M tel que : Vz € [a, b] ‘f(‘l)(:z:)‘ < M.

(d) En utilisant le lemme de la question 1 démontrer que :
Vo € [a,b] |d(z)] < M(b—a).

3. Soit n entier strictement positif. On note (zo, ..., x,) une subdivision réguliere de I'in-
tervalle [a, b], c’est-a-dire que 'on pose zy = a + kb’Ta pour tout k=0...n.
Pour tout £ =1...n on note p; la fonction polynomiale d’interpolation d’Hermite de
f sur l'intervalle [zy_1, z].
On note enfin A : [a,b] — R la fonction égale a p;, sur chaque intervalle [xy_1, zg].
Comme ci-dessus M désigne un majorant de ‘ f (4)‘ sur [a, b].

(a) Pour tout &k = 1...n, donner un majorant de | f(t) — px(t)| sur [zx_1, 2x] dépendant
de M, b, a et n.

(b) En déduire une majoration de la différence

/:k £(1) dt—/wk () dt’.

k—1 Tk—1

(c) Déterminer un majorant de

/abf(t) dt — /abh(t) dt

Si cette différence est en O(n%) lorsque n tend vers 4+oo alors on dit que 'approxi-
mation de I'intégrale de f par celle de h est d’ordre a.

Quel est donc cet ordre ?
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Partie C optionnelle. Calcul de ’approximation de I’intégrale

On reprend les notations des parties précédentes.

Pour tout n € N* on note h,, la fonction h définie dans la question 3 de la partie précédente.

Le but de cette partie est de calculer 'intégrale de h,, sur [a, b].

1.

b

Soit j un entier naturel et e un réel quelconque. Calculer / (t—a)/(t—e)dt.
a

b

. En déduire / Pi(t)dt pouri=1,...,4, 0u P,..., P, sont les polynémes calculés

dans la questioﬁ 5 de la partie A.

b
. Exprimer / P(t) dt en fonction de a, b, f(a), f(b), f'(a) et f'(b), ou P est le polyndme

d’interpolation d'Hermite de f sur [a, b].

Tk

. Pour tout k£ =1,..., n, déterminer / pi(t) dt.

Tp—1

b
. En déduire H,(f) = / ha (1) dt.

Exprimer celui-ci en fonction de T, (f), la somme obtenue par la méthode des trapézes.
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