Lycée Bellevue — Toulouse
MPSI — Mathématiques

Année 2023-2024

Corrigé partiel du T. D. A8
Limites et continuité

7 , . 2

montrer ’équivalence : — U~ %

Démontrer I’ lence 1 — cos ()“2
0

Dans les deux cas on utilise I’équivalence sin u (N) u.
0
Méthode 1. Gréace a la formule cosu =1 —2sin* % :

u u\? u
1— :2'2N2<> = —
CoS U sin” o 5 25 5
Méthode 2. Par une quantité conjuguée :
U2

1 —cos?u sin®u
1—cosu= = ~ —
1+ cosu 1+ cosu (0 2

@ Démontrer que pour tout a € R :
(1+x)a(§)1+ax+o(a:)

Cette égalité s’écrit (1 +2)* — 1 —ax 5 o(x) et donc revient a
0

lim

z—0

On écrit : (14 2)* —1 = *0+0) _

Comme lim aln(l+2) =0 et e* — 1 ~u alors :
x—0 (0)

e+ 0) _ 1 ~ aln(l +x)
(0)

Or In(1+ x) o donc par transitivité :

aln(l+z) 1 ~ ar

e
(0)
Ceci montre que :
e In(14z) _ 1
lim =«
xz—0 x

On en déduit 'égalité a démontrer.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

@ Calculer les limites suivantes.

, 3— a3 , 2z . (Bt 4 —2)?
a. lim ————— b. lim ——— c. lim
z—too 4x? — 20 + 1 z—+00 /T + 5 -0 (x —1)8
—1] T —x
d. lim M e. lim _c £ lim ———
z—+oo /x4 Inx z—+oo 35 — 1 z—+oo 35 — 1
Ar — 1\ (22+3) _ 1\ (@1 9 T
g lim ( v ) h. lim (m ) i tim 27T E)
a—+oo \ 3 + 1 i\ +1 e—% sin(5z + §)
j. lim ( )
z—+oo \ o + 1
33— —3 T,
e ~ = —— —00
422 — 22 + 1 (+o00) 4?2 4 oo
2x 20 2 0
" aT D5 (+x) T/T T A+
3 3 -9 2 3 3\2
R ) R ) I
(x —1)8 (—o0) b —00
—1
. Par croissances comparées Inz = +/x donc M ~ @ =1 —1
(+00) Vr+Inz (+eo) T +oo
eac X

S — ~ — 400  par croissances comparées.
325 — 1 (+00) 325 400

—x

e
v W 0 (Limite non indéterminée)

N
€T

dor —1 4 dor — 1
~ = 1 2 3)1
5211 (o 3 2o (2z+3)In

— 400 puis

3r+1 +oo
dr — 1 (22+3)
<3x + 1) Q oo

Comme

. On pose h = x — 1. Si x tend vers 1 par valeurs supérieures alors h tend vers 0 par

— 1\ @D ho\"
valeurs positives, et : <ZE > — | —— | = ehinh-hin(r+2)
r+1 h+2

Par croissances comparées hlnh - 0, et hln(h+2) e 0 donc

x—1\E1
( ) — =1
z+1 1

i. Onpose h=ux — ¢. Alors v = h + ¢, si x tend vers ¢ alors h tend vers 0 et :

cos(2x + %)  cos(2h+ %)  —sin2h 2h 2

= = ~N — H
sin(bz + )  sin(bh+m)  —sin5h (0 5h 0 5
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

1
j. On pose h = —. Si x tend vers +oo alors h tend vers 0, et :
x

12 1
x =11 1 R(h+1) Lyl _In(1+h)
— = eh(hFD) N THh = ¢ R(AFD)

r+1 L+h
In(1+ h) 1
Comme In(1+ h) 5 h  alors WhTD © 13RO donc

( x )erl 1
— €
:L‘—|—1 +o0

Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction continue.

Démontrer qu’il existe un réel a € [0, 1] tel que f(a) = a.

On pose pour tout x € [0,1] : g(x) = f(z) — =z

La fonction f est continue, ainsi que la fonction z — x, donc par somme la fonction g est
continue.

Comme f est a valeurs dans l'intervalle [0, 1] alors f(0) > 0 et f(1) < 1, donc ¢(0) =
£(0) > 0'et g(1) = £(1) — 1< 0.

Ainsi :

* g est continue sur l'intervalle [0, 1],

e g(0) et g(1) sont de signes distincts.

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe o € [0, 1] tel que g(a) = 0.

Ceci donne f(a) = a.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

@ Soit f : R — R une fonction continue admettant —oo pour limite en —oo et 400 en
+00. Démontrer que f(R) =R.

Méthode 1. Il est clair que f(R) C R.

Réciproquement, si A est un élément de R alors :

e Comme lim, ., f = +oo alors il existe z; € R tel que f(z1) > A.

e Comme lim_, f = —oo alors il existe x5 € R tel que f(z2) < A.

Or f est continue sur R qui est un intervalle donc d’apres le théoreme des valeurs inter-
médiaires il existe zy entre z1 et x5 tel que f(zg) = A.

Tout réel A appartient & f(R) donc R C f(R), et par double inclusion f(R) = R.
Méthode 2. Comme f est continue et R est un intervalle alors par corollaire du théoréme
des valeurs intermédiaires f(R) est un intervalle.

Cet intervalle n’est pas majoré car f tend vers 400 en 400, ni minoré car f tend vers
—o0 en —oo, donc f(R) =R.

Soit f : R — R continue telle que :
lim f(z)=0

r—7Fo00

Démontrer que f est bornée.

Comme f tend vers 0 en +oo alors f est bornée aux voisinages de +oo et de —oo.
Il existe donc deux intervalles |—o00, A] et [B, +oo[ sur lesquels |f| < 1.

L’image du segment [A, B] est un segment [m, M|, donc f est bornée sur [A, B].
Finalement f est bornée sur R car R = |—o00, A] U [A, B] U [B, +o0|.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

Soit f une fonction continue et injective sur un intervalle .
a. Enoncer en termes logiques la proposition : f n’est pas strictement monotone.

Soit a, b, ¢ et d quatre éléments de [ tels que a < bet ¢ < d, f(a) < f(b) et f(c) = f(d).
On définit la fonction :
g:[0,1] — R
t — f(ta+ (1 —1t)c) — f(tb+ (1 —t)d)
b. Démontrer qu'il existe 7 € [0, 1] tel que g(7) = 0.

c. En déduire une contradiction et conclure.

a. Par définition f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou stricte-
ment décroissante, ce qui s’écrit :

(V(a,b) e I? a<b = f(a)< f(b))
ou (V(a,b)el* a<b = f(a)> f(b))

La négation de cette proposition est :

(I(a,b) € I* a<b et f(a)= f(b))
et (I(a,b)el?* a<b et fla)< f(b)

Comme a et b sont des variables muettes alors on peut écrire que f n’est pas strictement
monotone si et seulement si :

(3(a,b) € I? a<b et f(a) < f(b))
et (I(c,d)eI? c<d et f(c) = f(d))

b. Tout d’abord on remarque que ta + (1 — t)c = ¢+ t(a — ¢), comme t € [0, 1] alors
ta 4 (1 —t)c est entre a et c. Comme a et ¢ sont dans l'intervalle I alors ta + (1 —t)c
appartient aussi a I.

De méme, tb+ (1 — t)d appartient a I pour tout ¢ € [0, 1].

Ceci montre que la fonction g est bien définie.

De plus on calcule g(0) = f(c) — f(d) et g(1) = f(a) — f(b), donc g(0) > 0 et g(1) < 0.
La fonction g est continue par composition et somme, la fonction f étant supposée
continue.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe 7 € [0, 1] tel que g(7) = 0.

c. Comme ¢(7) =0 alors :
flra+ (1 —7)c) = f(rb+ (1 —7)d)
Comme f est injective alors 7a + (1 — 7)c = 70+ (1 — 7)d, ce qui s’écrit :
b—a)T+(d—c)(1—7)=0
Ora <b,c<det0 <7 <1, donc toutes ces quantités sont positives. Ainsi (b—a)7 =0
et (d—c)(1—=7)=0,puisT=0et (1 —7)=0carb—a et d— cne sont pas nuls. On

obtient alors 7 = 0 et 7 = 1, ce qui est impossible.
Cette contradiction montre qu’il n’existe pas quatre éléments a, b, c et d de I tels que

a<b c<d, f(a)< f(b) et f(c) > f(d).

Ainsi f est strictement monotone.

page 5/29



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

Soitg:R* — C

et —1

t
Démontrer que f est continue et prolongeable par continuité en 0.

t —

La forme algébrique de f est :

t—1 st
Vte R f(t) = Cost +¢SI?

Les fonctions Re f et Im f sont donc :

Re(f): R* — R et Im(f): R* — R
¢t — sl t — 3t

Par quotient ces fonctions sont continues, donc f est continue.

Pour déterminer la limite de f en 0 on utilise les équivalences :

tQ
cost—1) ~ —— et sint ~ t
( ) 0 2 (0)

Elles montrent que :

On en déduit :

On peut donc prolonger f par continuité en posant f(0) = i.
it

: =1, ce qui donne 'équivalence e —1 ~ it.
it (0)

Ainsi I’équivalence  e* — 1 (N) u  est valable aussi si v est imaginaire pur, et on peut
0

aussi démontrer qu’elle est valable si u est complexe.

De plus on remarque que %ir%
_)
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Les fonctions de R dans R suivantes sont-elles continues ?
| 1 x> =D
f(x) — { n(‘r+ ) S1x 0 g(l'): { - Sll’?éO

=z sinon —1 sinon

hz) = ol sig > 1
] 8 six <1

 Par composition de fonctions continues la fonction f est continue sur R .
Par quotient de fonctions continues la fonction f est continue sur R* .

De plus :
1L1£I%f(a:)—i%ln(x+1)—0 lxlirgf(x)—glcli%l_x—o et f(0)=0

> <

Donc f est continue en 0.
Finalement f est continue sur R.
» La fonction valeur absolue est continue, ainsi que les fonctions polynomiales, donc par
quotient et composition la fonction g est continue sur R*.
Déterminons les limites a gauche et a droite de g en 0.
Sixz €]0,1] alors (x — 1) € |—1,0[, donc z(z — 1) < 0, et ainsi g(z) = *x(ifl) =1-—u.
Ceci montre que lim g(z) = 1.
>

Siz € ]|—o0,0[alors x <0et (x—1) <0, donc z(z — 1) > 0, et ainsi g(z) = x(zgl) =
z — 1. Ceci montre que lim g(z) = —1.

<
Or g(0) = —1, donc g est continue a gauche en 0, mais pas a droite.

e La fonction x — "’f :11 est continue sur |1, 400| par quotient, et la fonction x — 8 est

continue sur |—oo, 1[, donc la fonction h est continue sur R\ {1}.
Comme h est constante que U'intervalle |—oo, 1] alors elle est continue a gauche en 1.
En effet lim h(z) =8 = h(1).

<
Pour démontrer que h(z) tend vers 8 lorsque = tend vers 1 par valeurs supérieures on
peut écrire :

(2t + D2+ 1)(z+ 1) (z —1)
r—1

Ve >1 h(z)= =@+ D@2+ 1)(z+1)

Ainsi lim h(z) =2 x 2 x 2 =38,
>
On peut aussi remarquer que la fonction g :  — 2® est dérivable de dérivée x — 827,
donc en particulier en x =1 :
g(x) —g(1)

. _ / .
glg_)rq 1 =9 (1) donne gl;_}rr% po

51
X _ g

La fonction h admet 8 pour limite en 1 & gauche et a droite, et h(1) = 8, donc h est
continue en 1.

Finalement h est continue sur R.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

Déterminer ’ensemble de définition des fonctions suivantes. Déterminer ensuite sur
quel ensemble elles sont prolongeables par continuité.

x 1 4
fl(fb’)—m f2(55)—x_3_x2_2x_3
_ In(42* - 1) _ V2sinz —1

f3() fa(x) =

~ In(2z — 1) tanx — 1

On rappelle qu'une fonction est prolongeable par continuité en un point si et seulement
si elle admet une limite finie en ce point.

» La fonction f; est définie sur R*, continue par quotient et composition.

Calculons sa limite en 0. La fonction exponentielle admet pour limites 0 en —oo et +00
en 400, donc :

) 1 . 1
lime= =0 et lim e* = +o00
z—0 x—0

< >

Par quotient de limites :

lim fi(z) =0 et  lim fi(z) =0
< >

On en déduit que la fonction f; admet 0 pour limite en 0, et donc elle est prolongeable
par continuité en 0, en posant f;(0) = 0.
L’allure de la courbe de f; est la suivante.

1+

S

Nous pourrons vérifier qu’elle n’est pas dérivable en 0.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

o Comme 22 — 2z — 3 = (x + 1)(x — 3) alors la fonction f est définie sur R\ {—1,3}.
On peut simplifier son expression :
r+1 4 1

veeRMELS RO = e Ty T e D=3 o+l

Ceci montre que la fonction f, n’admet pas de limite finie lorsque = tend vers —1, mais

qu’elle tend vers i lorsque x tend vers 3.
On peut donc la prolonger par continuité sur R\ {—1}, en posant f»(3) = ;.

L’allure de la courbe de f5 est la suivante.

2+

1 0 1 2 3 4

14+

—9 1

I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
| |

T T T T T T T
I
1
l
I
I
I
|
|
I
|
I
I
I
l
I
I
I

e La fonction f; : z — 242D oot définie sur Dy = H, 1 { U]1, 4o0].

In(2z—1)
Pour calculer ses limites on écrit :
In(2z — 1 In(2 1 In(2 1
Vi € D, fg(x):n(x )+n(9c+)_1 n(2z +1)

In(2z — 1) B In(2z — 1)
Ceci montre que lirq fs(x) = +oo, donc f3 n’est pas prolongeable par continuité en
T—r
=1
Ceci donne également }Lin%) fs(h+ %) = 1 donc on peut prolonger f par continuité en
—

x =1, en posant f3(1) =1.
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o La fonction fj : ¥252=1 ogt définie sur R\ {g +kn, T+ km ‘ ke Z}.

tanx—1
Elle est périodique de période 2. On étudie donc ses limites aux points £7, 7 et %.
Lorsque z tend vers +7 elle tend vers 0, donc on peut la prolonger en posant :
f(£35)=0.
Lorsque z tend vers %” elle tend vers 400, selon que la limite soit a gauche ou a droite,
donc on ne peut pas la prolonger par continuité en ce point.

us

s
47 :

Calculons enfin la limite de f; lorsque z tend vers 1

en posant h = x —

V2sin(h+ %) — 1 _ sinh +cosh —1

(i) -1 ek

fa(w) = fa(h + %) =

Comme tanh (r(\;) h et 1—tanh r(\;) 1 alors:

. 1/sinh cosh—1
f(h“)ﬁz(h M )

On sait que lorsque A tend vers 0 : SiI;Lh — 1et % — 0.

e 1
On en déduit : }lgx(l)f4(h+4)_2

On prolonge donc par continuité la fonction fi en posant fy(5) = 1.
Finalement on a prolongé f; par continuité en posant :

VkeZ  f(Z4+km)=0 et  fu(Z+2km) =1

2

La fonction ainsi prolongée est définie sur R\ {%” + 2km ‘ ke Z}.
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

Calculer les limites suivantes.

a. lim m b. lim vVz2+3x—4— Va2 —4x +2

r—+00 T——00

- 5T — 1 cos2x)(cosx — sinx

¢ lim(1+mz)™ (%)  d lim >~ e. lim y/(cos 20)( )

z—1 z—0 In (x + 1) z—Z € — %
f. lim (ch2z)ln(thz) lim 5132 h. lim (sinv/z)In2

- Jm (ch2z) In (thz g lim = + lim (sin Vi )In 22

) sh (ln Va?+ 1) .

i. lim 2 —zlnz j. lim k. lim (tanz)™"

5 Fo00 T——00 T z—0t

. 3 l 1 xlnzx
l. lim S O m. lim Va3 + 22—z n. lim (r1(+x)>

22T COS x—+00 x—+00 Inzx
0. xgrfoo gle Ve p- lim (hg;(;l q. xgrfm ;:; (a>1)
r.ml_i>rfoo T+ +VT -V S. ml_i}rﬁxl)n%—\/f
t. limﬂ u. lim (1+sinx)@ v. lim (1-1_@36):5 (a>0)
T—=E COS (x + g) T rteo 2
w. IEIPOO (ffllr;:)m X. xEIEOOx — /| 2?] y. }CIL% (cos x)(ﬁ)

z. lim (2% — 3z + 1) tan(7z)

1
T—3

a. L’encadrement x — 1 < |z] < 2 montre que :

1 [=)

Ve >0 1—-< <1
T T
T
Par théoreme d’encadrement : lim L—J =1
T—+o0o

Ceci montre que |x] est équivalente a x au voisinage de +00, ce qui est assez intuitif.
b. Par quantité conjuguée :
Tr —6
Va2 + 3z — 4+ Va2 —4x + 2

Va2 +3x —4— Va2 —dr+2 =

Si z est au voisinage de —oo alors x est négatif, donc Va2 = |z| = —x, ce qui donne :

Tr —6
—o(1+2 -4+ \1-1+2)

On en déduit : lim \/x2+3x—4—\/x2—4x+2:_%

T—r—00

Va2 +3x —4— Va2 —4dr+2 =
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

C.

jus)
2

Tout d’abord on écrit : (1 +In x)tan( ) = etan (%) In(1+inz)
On pose ensuite h = v — 1. Alors z = 14 h et h tend vers 0 lorsque = tend vers 1, puis :
h
tan (?) In(1+ Inz) = tan <7T2 + 72T> In(1+In(l+h))
D’une part :

tan<m+7r> :_; ~ _L:_i
2 2 tan (%) (0) (%) wh

D’autre part, comme In(1 + h) tend vers 0 lorsque h tend vers 0 alors :

In(1+In(l1+h)) ~ In(l+h) ~ h
(1 (1) o~ 1+ h) ~

On en déduit : ) )
T T
— + = |In(1+1In(1 ~ —=
tan<2 +2> n(1+In(1+h)) 5

T
Finalement : lin% (I1+1In x)tan(%x> —e 7
z—

5 — 1 erInd _ 1 zInb

Par équivalences usuelles : = ~ =1Inb
AHy In(z+1) In(l+z) 0 =z
5% —1
Ainsi: lim —— =1nb5.
z—0 In(x + 1)
In? In?
. On écrit : xn2x: e
T T
Par croissances comparées In*x ) o(z) donc zln’z ) o(z?) et ainsi :
—+oc0 oo
22 —zln®zx ~ 22
(+00)
Finalement : lim (:U2 — z1n? x) = 400.
T—+00

On pose h = x — 27. Alors © = h + 27, et h tend vers 0 lorsque x tend vers 27. On

calcule :
sin3x  sin(3h+67)  sin3h 3h

x h T _ain bk _h
COS 1 CcOS (Z + 5) S1n 1 (0) 1
. . sin3x
En conclusion : lim = —12
27 COS%
.Grace a l’équivalence e*—1 ~ wu :

(0)

VB L — o :x<(1+i>§ _ 1) :x(eéln(ui) - 1)

1 1 T 1
~ x(ln(1+>> ~ — ==
(+00) 3 x (+o0) 3z 3

1
On obtient donc :  lim Va3 + 22—z = 3

T—+00
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n. En posant h = % on obtient :

==

Inz

On calcule :

1

):rlnx %ln%ln <ln(1+1h)>
1 1 1n7
= e h

h

ll 11 ln(l—l—%) ——lnhl
hnhn — | = n

In(1+h)

Comme T

T 0 alors :

In(l+h) —nh\ _ Wb [ W(1+h)
“Inh -yt Inh

_h1hln<1_ln(1+h)> _lnh<_ln(1+h)>_ln(1+h) )
(0)

h Inh h Inh h (0)
xlnx
In (1
On en déduit : lim (n(—l—x)) =e
T—400 Ina

0. On écrit :  gle V® = 2lne—ve

Par croissances comparées Inx = o(y/r) donc (2lnz —+/x) ol —V/x.

“+o0 —+oco
On en conclut : lim z2e V* =0
T—r+00
En d’autres termes : 22 = o(eﬁ)

(0)

On aurait aussi pu utiliser le changement de variable y = /x :

Par croissances comparées :  y* 5 o(e?)
0
q. On écrit :
xr
_ exlnx—z21na
aw
Par croissances comparées xlnz = 22 donc azlnz —2?lna ~ —2%lna.
(+00) (+00)
xl
Comme a > 1 alors lim z?lna =400 puis: lim —5 =0

T—+00

s. Par croissances comparées  In° z

z——+00 a332

= o(y/z) donc lim (111530 - \/E) = —00

(400) T—>+00

xlnx 9
w. On écrit : = " e—zin(lnz)

(Inz)®

Comme In(lnzx) — +oo alors

—+00

. /7 2
Par croissances comparees : In“z

r = o(xln(lnx)).
=, oleln(nz)

= o(x).

(+00)

Par transitivité : In*z = o(rIn(lnz)), puis In*z—zhn(lnz) ~ —zln(nz).

(+00)
Inz

=0

Finalement : lim
T——+00 (ln g;)ff

(+00)
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8 : Limites et continuité

z. Posons h = x — % Alors :

-1 h(2h — 1) 1
20> — 3z + 1)t =2 —h)x ———— ~ 2 =
( ‘ v ) an () ( ) tan (wh) (0) h 0 7
Ceci donne :  lim (22% — 3z + 1) tan(rz) = 1
T3
a. Si x est un réel strictement positif, calculer :
. oat—1
lim
t—0 t
b. Soit z un nombre complexe non-nul de module r et d’argument #. Démontrer que la
limite
t it
—1
¢ =lim —©
t—0 t
existe et la calculer. Que vaut ef?
a. L’équivalence usuelle ¢e* —1 (r(\;) u  donne :
L | tinw
= ~ =Inx
t t (t—0) t

t
-1
T =lnzx

On en déduit : lim
t—0

b. On souhaite calculer la limite d’une fonction complexe. Pour ceci on calcule les limites
des parties réelles et imaginaires. On écrit d’abord :
rfe® —1  rlcos@t—1  ,sin6t

P ¢ Ty

Comme r > 0 alors  lim;_,or' =1 puis I"équivalence usuelle sinu (N) u donne :
0

in 0t ot
kA A
t (t—0) t

sin 0t
On en déduit :  lim7’ =
t—0 t
Pour la limite de la partie réelle il faut introduire des termes :

rtecosOt —1  rtcosbt —r'+rt—1  ,cosft—1 rt—1
- —

t t t t
L’équivalence usuelle 1 — cosu (f;) “72 donne :
,cosft — 1 (0t)* 0%t
r—- ~ —_ = ——
t (t—0) 2t 2
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A8

: Limites et continuité

cosft — 1
On en déduit : limr'———— =
t—0 t
. R . , oort—1
En suite grace a la question précédente : %H% =lInr
—
Finalement : '
rtewt _

lim — =Inr+ 6

t—0 t
On remarque que e = re'

= 2, ce qui montre que ¢ pourrait étre défini comme la

logarithme népérien du complexe z. Mais cette définition n’est pas correcte, car elle

dépend du choix de I'argument 6 de z.

@ Etudier la continuité de :

frao—=lz]+ 2 — |2

La fonction partie entiere est définie sur R, et pour tout z € R :

lz] <=z

Ceci montre que x — | x| est positif pour tout réel z, donc f est bien définie sur R.

La fonction partie entiére est continue sur R \ Z, donc par soustraction, composition et

addition la fonction f est continue sur R\ Z.

On étudie maintenant la continuité en un point de Z.
Soit n un entier : n € Z.

Siz € [n,n+ 1] alors |z] = n, donc f(z) =n+ /& — n. Ceci montre que :

lim f(x) = n

Siz e [n—1,n[alors |[z] =n—1, donc f(z) =n—1+ vz —n+ 1. Ceci montre que :

lim f(x) = n

De plus f(n) = n, et donc on constate donc que :
lim f(z) = lim f(z) = f(n)
> <

La fonction f est donc continue en n.

Ceci est valable pour tout n de Z, donc finalement f est continue sur R.

On peut représenter f de la facon suivante :

44
31 y=f(=)
24
14
1 0 1 2 3 4
14
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Donner des équivalents simples au point a indiqué de chacune des fonctions suivantes.

2

a. f(z) =222 en a=0

b. f(x) = i:;j en a=0

c. f(z) = Snlnrlcos(mz) en a=0  (m,n)eN?
d. f(x) = (a}if)3 en a=0 puisen a=+0o0
e. f(x)=tanx en a=7j

f. f(z)=a" -1 en a=0"

g. g(x) =cos/x —1 en a=0"

h. h(z) = 2% — cos/x en a=0"

i flz)=12- 11_362 en a=0 puis a=1
j. f(x)=4/In(x+1)—+VInz en a=+4c0

sin’ x 7

a. ~ =

. On obtient : f

. On obtient :  f(z

Grace a I'équivalence  sinu ~ u : 3 3 ==
(0) T 0) x X

Grace aux équivalences e — 1 (N) u et 1—cosu (N) o

De méme - sin(nx) cos(mzx) N (nx) x 1 .
tanx (0) x
Inz Inz Inz Inz
E 0 . ~ = 1 E : ~
R e LA E R BEOT TELR () 4B

. Onpose h=x—75. Alorsz=h+ 5 et :

¢ ¢ <h+”) ! !
anz = tan )= — ~
2 tanh 0) h

1

us
=3

On en déduit : tanz ~ =
2

Ceci peut étre visualisé grace au schéma de la figure 1.
On obtient : x) ~ xlnz
f@) g

On obtient :  f

(
On obtient :  f(z (

(

(
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Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R, ¢ ne s’annulant pas. On
suppose que f et g sont équivalentes en a et que f est strictement positive.

a. Démontrer qu’il existe un voisinage de a sur lequel f et g sont strictement positives.

b. Démontrer que si f est bornée au voisinage de a alors g est bornée au voisinage de
a.

c. Soit a un réel. Démontrer que f¢ et g* sont équivalentes au voisinage de a.

d. Démontrer que si f est bornée alors e/ et e9 sont équivalentes en a.

e. Démontrer que si f tend vers +oo en a alors In f et In g sont équivalentes en a.

a. Soit I un voisinage de a sur lequel f et g sont définies.

Comme f et g sont équivalentes en a alors hma§ =1.
Il existe donc un voisinage V; de a sur lequel 5 > %

En effet, par définition de la limite, pour tout € > 0 il existe un voisinage V' de a tel
que pour tout x € I :

f(z)

zeV — |—1

g(z) ¢

En particulier pour € = %, comme € > (0 alors il existe un voisinage V|, de a tel que :
xz € Vo — —e< < —1<¢ = —>21l—-e=—=

La fonction g est strictement positive sur le voisinage Vj de a.
Or f est strictement positive, donc g est aussi strictement positive.

b. On considere le méme voisinage V) que ci-dessus. Pour tout x € I :

$€Vb _— —ggw_lgg _ lgmgé
9(x) 2~ glx) 2
Comme g est strictement positive alors :
1 f(x) 3 1 3
< —2 <K< = Z < < Z
2
— /@) <gl) <2/@)

Soit m et M un minorant et un majorant de f. Alors :
2
Ve eV gmég(x)SZM

Ceci montre que g est bornée au voisinage de a.

c. Si f et g sont équivalentes en a alors lima§ = 1. On en déduit :

lim— =1i <f> =1
a ga a g

Donc f* et g sont équivalentes au voisinage de a.
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e
d. On écrit : — =¢/9
e9d
Si f et g sont équivalentes alors f — g ne tend pas nécessairement vers 0, donc il n’est

pas vrai en général que e/ et e? sont équivalentes.
Si f est bornée alors g est bornée au voisinage de a d’apres la question b.

On peut écrire: f—g = g(f — 1)
g
Comme f ~ g alors 5— 1 tend vers 0, et comme g est bornée alors par produit g<§ - 1)

11 s . I
tend vers 0. On en déduit lim, & = e’ = 1, donc les fonctions e/ et 9 sont équivalentes
au voisinage de a.

Contre-exemple. Soit f(z) =z + 1 et g(z) = =.

Alors f et g sont équivalentes au voisinage de +oo. Par contre Zig; = e, cette fonction
ne tend pas vers 1 lorsque a tend vers +o00 donc e/ et e9*) ne sont pas équivalentes

au voisinage de +o0.

e. On a supposé que f et g sont équivalentes au voisinage de a, donc que lima£ = 1.
On souhaite démontrer que si lim, f = +o00 alors les fonctions In f et In g sont équiva-

lentes au voisinage de a, donc que lim, % =1.
On peut écrire :
I(z) [(z) f(@)
Ve el n f(x) = - <g(z)9($)) — n ox) T n g(x) =1+ In 9(x)
Ing(z) In g(z) In g(z) In g(x)

Comme lim, f = +oo et f (N) g alors lim, g = 4o00.

=1

Comme lim, £ = 1 alors lim,In £ = 0. On en déduit : lim In f(z)
7 g z—a |n g(ﬂ?)

Ainsi les fonctions In f et In g sont équivalentes au voisinage de a.
Contre-exemple. Soit f(z) = 2% et g(z) = .

Alors f et g sont équivalentes au voisinage de 1, car % =T — 1.

Mais ﬁfﬂ = @) gy 2, cette fonction ne tend pas vers 1 lorsque x tend vers 1.
g(x) Inz

Les fonctions In f et In g ne sont donc pas équivalentes au voisinage de 1.
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@ Soit f : R — R une fonction continue telle que :

S
a
b

o

oL

V(z,y) eR® flz+y)=flx)+ f(y)

oit a = f(1).
. Déterminer f(0).
. Calculer f(n) pour tout n € N,

. Calculer f(n) pour tout n € Z.

. Calculer f(r) pour tout r € Q.

e. Démontrer que f(z) = ax pour tout = € R.

Pour x =y = 0 on obtient f(0) = f(0) + f(0) donc f(0) = 0.

On démontre par récurrence que :  VYn € N f(n) =an
Initialisation. On a justifié dans la question précédente que f(0) = 0.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € N on a f(n) = an.
Alors f(n+1) = f(n)+ f(1) =an+a=a(n+1).

Conclusion. Par récurrence :  Vn € N f(n) =an

. Soit n un entier négatif. Alors —n est un entier naturel, donc d’apres la question

précédente f(—n) = —an.
De plus f(n) + f(—n) = f(0) =0, donc f(n) = —f(—n) = an.
On a donc démontré que : VYn € Z f(n)=an

Soit x un réel quelconque. De méme que dans la question b on démontre par récurrence
que: VneN f(nz)=nf(x)

Soit r = g un rationnel, avec p € Z et ¢ € N. Alors f(qr) = qf(r) d’aprés ce qui
précede.

Ceci donne f(p) = qf(r). Comme p est entier alors f(p) = ap, donc f(r) = % = ar.
On a donc démonté que :  Vre Q f(r)=ar

. Soit z un réel quelconque.

Comme Q est dense dans R alors il existe une suite (7,),en de rationnels convergeant
vers .

Onaalors: VneN f(r,) =ar,.

Comme f est continue alors :  f(limr,) = lim f(r,)

Ceci donne f(x) = lim(ar,), donc par produit f(x) = alimr, = az.
On a donc démontré que : Vr e R f(z) =ax
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On considere la fonction f: R* — R
T — sin%
a. Soit u, = % pour tout n € N*.
Donner les limites de (u,,) et de f(uy,).
b. Déterminer une suite (v,) tendant vers 0 telle que : Vn e N f(v,) =1

c. La fonction f admet-elle une limite en 07

a. La suite (u,) converge vers 0 et la suite (f(u,)) converge vers 0 car elle est constante

égale a 0. En effet pour tout n € N : f(u,) = sin(nr) = 0.

_1
7 .
§+2n7r

b. Posons, pour tout n € N : v, =
Alors la suite (v,) converge vers 0, et pour tout n € N : f(v,) = sin (g + 2n7r) = 1.

c. On raisonne par l'absurde, en supposant que la fonction f admet une limite en 0, et
on note ¢ celle-ci, avec ¢ € R.

Comme les suites (u,) et (v,) convergent vers 0 alors par composition les suites ( f(uy,))
et (f(v,)) convergent vers cette limite £.

Or la suite (f(u,)) converge vers 0 et la suite (f(v,)) converge vers 1, ce qui donne
¢ =0 =1 par unicité de la limite.

Cette contradiction montre que f n’admet pas de limite en 0.

La courbe de f est la suivante :

Soit f : R — R une fonction continue en 0 telle que :
Ve e R f(2z) = f(x)

Démontrer que f est constante.

Indication : étudier les f(5%), n € N.

La relation f(2x) = f(x) donne, en remplacant = par § : Vz € R f(%) = f(x).

Soit x un réel quelconque fixé. On démontre par récurrence : Vn e N f (2%) = f(x)

La suite (2%) ,, converge vers 0 et la fonction f est continue en 0 donc par composition
ne

de limites la suite ( f (%)) oy converge vers £(0).

Or la suite (f(%))neN est constante égale a f(z).

On en déduit f(x) = f(0), et comme ceci est vrai pour tout réel x alors f est constante.
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Soit D une partie de R et f: D — R. Soit K un réel.
On dit que f est K-lipschitzienne si :

Y(,y) e D*  |f(x) = f)l < K|z —y|

On dit que f est lipschitzienne s’il existe K € R telle que f est K-lipschitzienne.

a. Démontrer que si f est lipschitzienne alors f est continue.
b. En considérant la fonction carré démontrer que la réciproque est fausse.

c. Démontrer que si f est dérivable et lipschitzienne alors sa dérivée est bornée.

Remarquons que si f est K-lipschitzienne alors K est positif, comme on peut le voir avec
I'inégalité ci-dessus dans le cas ou (z,y) = (1,0).
a. Soit K un réel tel que f est K-lipschitzienne.

Soit a un point de D. Alors :

veeD  |f(z) = fla)] < K|z —al (1)
Par théoreme d’encadrement, comme lim |z —a| = 0 alors lim |f(z) = f(a)] = 0, et

donc :
lim f(z) = f(a)

Tr—a

Ainsi f est continue en a, et comme ceci est vrai pour tout a € D alors f est continue
sur D.

b. Soit f la fonction carré de R dans R.
Supposons que f est K-lipschitzienne pour un certain réel K. Alors :

VeeR  |f(z) = f(0)] < K|z =0
Ceci donne :
VeeR  2? < K|zl
Pour r = K + 1 elle donne (K +1)> < K(K + 1), donc K +1 < K, ce qui est une
absurdité. Donc f n’est pas lipschitzienne.
Ainsi il existe une fonction continue non lipschitzienne.
c. Soit f dérivable et K-lipschitzienne pour un certain réel K.
Soit @ un élément de D. L’inégalité (1) donne :

Ve e D\ {a} ‘W <K

Comme f est dérivable en a alors le membre de gauche tend vers f’(a) lorsque x tend
vers a, et donc par théoreme de comparaison :

f(z) = f(a)

Tr—a

lim
Tr—a

=lim K puis If'(a)]| < K

rT—a

Ceci montre que la fonction |f’| est majorée par K, donc f’ est bornée.
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Cet exercice fait suite au précédent.
Une fonction f est dite contractante si elle est K-lipschitzienne pour un réel K € [0, 1].

Soit f : R — R une fonction contractante.

a. Soit g = f — Idg.
Démontrer que pour tout z € R :
f(0) = Klz| — 2 < g(x) < f(0) + Klz| — 2
En déduire les limites de g en +oo.
b. Démontrer que f admet un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe un réel a tel que
fla) =a.
c¢. Démontrer que ce point fixe est unique.
d. Soit (u,) une suite telle:  Vn € N wu, 1 = f(u,).
Démonter que cette suite converge vers le point fixe de f.
a. Comme f est K-lipschitzienne alors pour tout x € R: |[f(x) — f(0)| < K|z|.

Ceci donne :
VeeR  f(0) - Kl|z| < f(z) < f(0) + K|z

On en déduit bien :
f0) = Klz| = < g(x) < f(0) + Kla| — 2
Si z est positif alors |z| = z donc :
Ve>0  g(z) < f(0)—(1—K)x

Comme K € [0,1] alors (1 — K) > 0 et donc par théoréme de comparaison g tend vers
—o0 lorsque x tend vers 4o0.

De méme g tend vers 400 lorsque z tend vers —oo.

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle. Par somme ¢ est
continue, donc I'image de R par g est un intervalle. D’aprées la question précédente il
n’est ni minoré ni majoré, donc g(R) = R.

Comme 0 € R alors il admet un antécédent par g, donc il existe o € R tel que f(a) = a.

. Soit a et  deux points fixes de f. Alors f(a) = a et f(8) = 4. Or:

[f(e) = F(B)] < Kla = p]

Ceci donne |a — 8] < K|a — f|. Si |a — 8] n’est pas nul alors 1 < K, alors que K est
supposé strictement inférieur a 1. Cette contradiction montre que a = .

Comme f est K-lipschitzienne, u, 11 = f(u,) et f(a) = « alors :
Vn e N [tnt1 — a| < K|u, — af

On démontre par récurrence : Vn € N |u, —a] < K"|ug — af
Comme |K| < 1 alors (K"),en converge vers 0, par théoreme d’encadrement la suite
(Un)nen converge vers .
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Soit a, b deux réels tels que a < b.
a. Soit f : [a,b] — [a,b] continue. Démontrer que f posséde un point fixe.

b. Soit f : [a,b] — R continue. Démontrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que :

5f(c) = 2f(a) +3f(b)

a. On pose pour tout x € [a,b] : g(z) = f(z) —x
La fonction f est continue, ainsi que la fonction x — x, donc par somme la fonction ¢
est continue.
Comme f est a valeurs dans 'intervalle [a,b] alors f(a) > a et f(b) < b, donc g(a) =
fla) —a=0et g(b) = f(b) —b<0.
Ainsi :
g est continue sur Uintervalle [a, b],
e g(a) et g(b) sont de signes distincts.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe a € [a, b] tel que g(a) = 0.
Ceci donne f(a) = a.

b. Pour tout z € [a, b] on pose :

g9(x) =5f(x) —2f(a) — 3f(b)

La fonction g est continue car f est continue.
On caleule g(a) = 3(f(a) — f(b)) et g(b) = 2(f(b) — f(a)), donc g(b) = —3g(a), ce qui
montre que g(a) et g(b) sont de signes opposés.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) = 0, ce
qui donne 5f(c) = 2f(a) + 3f(b).

Démontrer que :

a. Il existe une infinité de réels x tels que tanzx = x.

b. Il existe une infinité de réels z tels que cosx = e*.

a. La fonction f : x — tanx — x est définie et continue sur le domaine de définition de la
tangente, donc sur chaque intervalle ]mr — 5,nm + g{ pour n € Z.

Ses limites sur chacun de ces intervalles sont —oo et +00 donc d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires I'image de chacun de ces intervalles est R.

us

29
Les z,, sont distincts car les intervalles sont disjoints.

Ainsi pour tout n € Z il existe x,, € }mr — T nw+ g[ tel que tanzx,, = x,,.

b. Soit f(z) = cosx — e”. Alors f est définie et continue sur R.
Pour tout n € Non a f(—2n7) =1—e 2" > 0 et f((—2n—1)7) = —1—e~ @™ <,
On conclut grace au théoreme des valeurs intermédiaires.
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Soit f : [a,b] — R continue non constante telle que f(a) = f(b).
Soit y un élément non extremum de f([a, b]).

Démontrer que y admet au moins deux antécédents par f.

Par énoncé y € |m, M]|.
Siy > f(a) alors M > f(a), soit ¢ un antécédent de M. On applique le théoréme des
valeurs intermédiaires sur [a, ¢| et sur [c, b].

Siy < f(a) on procede de méme avec un antécédent de m.

Soit f une fonction définie sur R, continue et périodique.
a. Démontrer que f est bornée.

b. On suppose que f admet une limite en +o00. Que dire de f?

Indication : utiliser une suite.

Soit T une période de f. Alors T' > 0.

a. Comme f est continue et [0, 7] est un segment alors f est bornée sur [0, 7.

Comme f est périodique de période T alors pour tout n € N les valeurs de f sur
I'intervalle [nT, (n + 1)7T] sont les mémes que sur U'intervalle [0, T]. Donc f est bornée
sur [nT, (n+ 1)T).

Ainsi f et bornée sur U [nT, (n + 1)T] donc sur R.
nez

b. Soit ¢ la limite de f en +o0.

Soit x un réel, et pour tout n € N : u,, = x + nT. Comme f est T-périodique alors
f(u,) = f(z) pour tout n € N.

De plus lim u,, = +00 donc par composition de limites lim f(u,) = ¢. Or la suite f(uy)
est constante égale a f(z) donc f(z) = ¢.

La fonction f est donc constante égale a /.

Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que f > g.

a. Démontrer qu’il existe un réel a strictement positif tel que :
Ve el0,1]  f(z) 2 g(x)+a

b. Montrer que ce résultat est faux si on remplace [0, 1] par |0, 1].

a. Soit h = f — g. Alors h est continue et strictement positive sur [0, 1].
Comme [0, 1] est un segment alors h est bornée sur ce segment est atteint son minimum.
Soit a ce minimum. Il existe donc z¢ € [0, 1] tel que h(zy) = a. Comme h > 0 alors
a > 0. Pour tout x € [0,1] on a h(z) = h(xo) = a, donc f(x) = g(x) + a.

b. Soit f(z) =z et g(x) = 0. Alors f(x) >

g(z) sur ]0, 1], mais on n’a pas f(z) > g(z)+a
pour un a > 0 car f(z) — g(z) = z € ]0,1]
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Soit f : R — R une fonction continue.

a.

Démontrer que si f(0) < 0 et f admet une limite strictement positive en 400 alors
il existe ¢ € R, tel que f(c) = 0.

. Démontrer que si f tend vers 400 en oo alors f admet un minimum.

Démontrer que si f tend vers 0 en £00 et f prend au moins une valeur strictement
positive et une valeur strictement négative alors f est bornée et atteint ses bornes.

a.

Méthode 1. Comme lim f(x) = —oo alors par définition de la limite :

T—r+00

VAeR 3IBeR  Vz€la,+o0| (x>B = f(z)<A)
En particulier pour A = —1, on obtient qu’il existe b € R tel que
Vz € [a,+o0| (x=2b = f(x)<-1)

Posons d = max {a,b}. Alors d € [a,+oo[ et d > b, donc f(d) < —1.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, comme

e [ est continue sur l'intervalle [a, d]

e f(a) >0et f(d) <0

alors il existe ¢ € |a, d| tel que f(c) = 0.

Comme a < ¢ < d alors ¢ appartient bien a U'intervalle [a, 4+00].

Méthode 2. Par corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, 'image d’un inter-

valle par une fonction continue est un intervalle. En conséquence f([a,+oc[) est un
intervalle.

Comme f(a) > 0 alors cet intervalle contient au moins un réel positif.
Comme lim,_,, f(x) = —oo alors cet intervalle n’est pas minoré.
Il contient donc au moins un réel négatif.

L’intervalle f([a,+o0]) contient un réel positif et un réel négatif, c’est un intervalle,
donc il contient 0.

Ainsi il existe ¢ € [a,4+00[ tel que f(c) = 0.

. Soit A = f(0) + 1.

Comme lim_, f = 400 et lim ., f = 00 alors il existe deux réels a et b tels que :
Ve<a f(z)> A et Vezb f(z)=2 A

Ainsi f est minorée par A sur le voisinage |—00,a] de —oo et le voisinage [b, +o00[ de
+00.

Ces deux voisinages ne contiennent pas 0, donc [a, b] est non-vide. Comme f est continue
alors son image par f est un segment [m, M].

De plus m < f(0) < A donc m minore f sur R et m est atteint.
Soit a et b deux réels tels que f(a) > 0 et f(b) <O0.
Soit e = $ min { f(a), —f(b)}.

Comme f(a) et —f(b) sont strictement positifs, alors € est strictement positif : € > 0
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Comme lim f(z) =0 et e > 0 alors par définition de la limite :

dceR Ve eR r<ec = |f(z)|<e
ddeR Ve e R rz2d = |f(z)|<e

On sait que £ < f(a) et e < —3 f(b). On en déduit :
Ainsi pour tout réel x :

reloo,dUld ool ()< f(r) < g

Ceci montre que a et b n’appartiennent pas a ’ensemble |—oo, ¢] U [d, +00[, donc a €
[e,d] et b€ [c,d].

L’image d'un segment par une fonction continue est un segment, f est continue, donc
f([a,d]) est un segment, que nous notons [m, M].

Comme a et b appartiennent au segment [c, d] alors :

m< f(b) <0< fla) < M
On en déduit, pour tout réel x :

Si x€]-oo,cUld, oo alors m < f(b) < 3f(b)

< flz) <
Si x€led alors m < f(x) <M

La fonction f est donc bornée sur R. Comme m et M appartiennent a l'image du
segment [c, d] par f alors il existe deux réels x; et o dans ce segment tels que f(z1) = m
et f(IE'Q) =M.

Donc f est bornée et atteint ses bornes.
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Soit f : R — R une fonction continue telle que :

V(z,y) € R*  |f(z) = f(y)| = |z -y

Démontrer que f est bijective.

Si f(z) = f(y) alors x =y, donc f est injective.

Or f est continue. Par théoréme, comme f est continue et bijective sur I'intervalle R alors
f est strictement monotone.

Si f est croissante alors :
VeeR (220 = f(@)>f0)+2) et (<0 = f(z)<f(0)+2)
Si f est décroissante alors :
VeeR (220 = f@)<f0)—z) et (<0 = f(x)> f(0)—2)

Dans les deux cas les limites en =00 sont 4=00.

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle, donc f(R) = R, et
ainsi f est surjective.

En conclusion f est bijective de R dans R.
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Soit a, b, ¢, d quatre réels tels que a < b et ¢ < d. Soit f : [a,b] — [e, d] croissante
et surjective.

Démontrer que f est continue.

On pourra utiliser la théoréme de la limite monotone.

On démontre que f et continue a gauche, la démonstration de la continuité a droite est
similaire.

Soit xg € |a,b], et yo = f(xp).

La fonction f est croissante majorée sur [a, zo[, donc elle admet une limite finie ¢ & gauche
en xo, et cette limite est la borne supérieure de f sur l'intervalle [a, zo] :

¢ = lim f(z)= Sup f

1:*)10 [a7x0 [

On a alors ¢ < £ < yp.

En effet par croissance de f :

Vo € a,xo]  fla) < f(x) < f(@o)

Comme f(a) € [¢,d] alors f(a) > ¢, et donc ¢ < f(x) < yo, ce qui donne par théoréme de
comparaison ¢ < £ < .

On suppose que ¢ < yq et on pose y; ”yo

Alors y; € [¢,y0] C [¢,d]. Comme f est SurJective alors y; admet un antécédent x; par f.
Sixy < xg alors f(z1) < £ car £ est la borne supérieure de f sur Uintervalle [a, x|

Si x> xg alors f(x1) > f(xo) = yo par croissance de f.

Or f(x1) =y1 = “y“ , donc ¢ < y; < yp. Dans les deux cas on obtient une contradiction.

Cette contradlctlon montre que £ = yo, donc lim f (x) = f(zo).
<

Ainsi f est continue a gauche en x.
Ceci est valable pour tout zg € ]a, b], donc f est continue a gauche sur [a, b].

On démontre de méme que f est continue a droite sur [a, b], donc finalement f est continue.
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