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Devoir surveillé n° 1
CORRIGE

Exercice 1.

1. Soit x dansR. On a: ] .

f@)+ f(-x) =

l1+e® 1+4e"
(I+e”)+(1+e™)
(I+e)(1+e?)

2+t 4"
24 erdeT
= 1.
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2. Soit z dans R. D’apres la question précédente : g(—z) = f(—z) — 5= (1—f(x))— 555~ f(z) =

—g(z), donc g est impaire. Le graphe de ¢ est donc symétrique par rapport a I’origine du plan, donc le
1 1
graphe de f, translaté du graphe de g par le vecteur 5 J, est symétrique par rapport au point (O, 5) .

1
3. Ona f = j o h;en effet, pour x dans R, j(h(z)) = j(e™*) = T, = f(x). Comme j et h sont
e~

décroissantes, f est donc croissante.
4. Commee * — Oete ® — +oo, f(x) — let f(zr) — 0.
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Onaf(x):0,9:>H—_:O,9:>1+e_z:—:>e_z:—:>—x:1n(—> = =In9 =
61’
21n 3.
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De méme, f(2) <0,9= ——— <0,9=14e¢ "> —=e ">
1+e = 9
In9=2In3.



Exercice 2.

1. Soit z dans R. On sait que :
o |t+3=—x—3siz< -3, x4+ 3sinon;
o [+ 1|=—-2—1six<—1,x+ 1sinon.

On distingue donc les cas :

|z + 3| —z—3 x4+ 3 r+3
|z + 1] —xr—1 —x—1 r+1
lt+3|—2)z+1<3|(—x—3)—2(—2—1) <3| (z+3)—2(—2x—1) <3| (z+3)—2(z+1) <3
Sr—1<3 S3r+5<3 S —r+1<3
S r<4 <:>x§—§ S x> -2
S Sl :] —OO,—?)] SQ = {—3,—1] 53: [—1,—|—OO[

dOHC5251USQU53:R.
2. L’équation est définie lorsque x — 3 > 0 et x > 0, ¢’est-a-dire lorsque x € D = [3, +00[. Pour tout =

dans D, on a alors :
ViTE4Vie1 — Vi—3—1-+&
— z-3=1+2-2Vx
= —4=-2/x
= Vr=2
— x =4.

Réciproquement, si v = 4, alors € D, mais n’est pas solution de I’équation : v4 — 3+ Vi =3 # 1.
Donc S = ).

Exercice 3.

1 1\° 1\? 1 1
1. Commez+—€Z, |z+~) €Z.Deplus, {2+~ | =a®>+ = +2,doncz* + = € Z.
T T T 2 2

1 1 1 1
. n+1 n+2 n

1
3. Pour tout n dans N, on note P, : « 2™ + — € 7.
x

Initialisation : pour n = 0, 2° + — = 2 € Z, donc Fy est vraie, et Py est vraie par hypothese.
x

" . . 1 1 1
Hérédité : Soit n € N. Supposons P, et I, vraies. Alors z" + —, "t —o1 etz + — sont des
x x x

entiers, donc, d’apres la question 2., "2 4 est un entier. Donc P, - est vraie.

xn+2
Donc par récurrence : Vn € N, 2" + — € Z.
x

k+vVk?—4

1 1
4. Oncherche ztelque x + — =k € Z.Ora+ - =k o2’ —kr+1=0& 2 = 5
T T

3+45

lorsque k* — 4 > 0. Pour k = 3 par exemple, z = conviennent.




Probleme.
I. Soienta € R\ {l}etn e N.Ona:

n n
(1_a)§:ak — §:ak_ak+1
k=0 kgo 1
= a’ —a"t
= 1—qg""!

en reconnaissant une somme télescopique ; d’ou la formule voulue.
1

" (n+1)!
k

II. 1. Soitn e N.Ona: u,41 —u > 0 donc la suite (u,) est croissante.

k
. 1 1 , 1 1 1 1 1
2. 1. Soit k dans N*. Alorsy —jlj[l;,or:‘v’] > 2, ; < §,doncg <1 XEE = 5
N X S 1« 1 -5
ii. Soit n dans N*. D’apres la question précédente, u,, < — + E — =1+ d’apres
Of &= 261 1-1
|
la formule des termes d’une suite géométrique, donc u,, < 3 — i <3.

3. D’apres les questions précédentes, la suite (u,,) est croissante et majorée, donc convergente.

4. Soit (n, m) dans (N*)? tel que n < m. Alors, d’aprés les questions précédentes :

1 S| 11— 11 1
_U"ZZHS ng— on 1_ §2—nl_l§2n_1-
k=n+1 k=n+1 2
Par passage a la limite m — +oo,onae—wu, < anl
III. 1. i. Ona:qlu, = i Z
k=1 k= q+1
l
OrVk<q,k| qlg—1).. (q—k+1)€NdoncZ—€N
Soitk > g+ 1. Alors : £ ! H H !
ii. Soi q ors :
k! k—
k ~ g+ (g +2)... 2L ]q+1q+1 (g+1)
iii. D’apres la question précédente :
- 1 1 =g 11 1
En < Z Vi a = 11 (q+1) ! < 11 = —,
k=q+1 (g+1) ¢+ _qﬁ q+ _q+1 q

2. D’apres la question précédente, la suite (£,,) est majorée par —. Comme elle est en outre crois-

sante, elle converge vers un réel € qui vérifie ¢ < —. Par passage a la limite n — +oo dans la
formule obtenue en 1.i., on a donc ¢le = b + ¢. !

3. D’apres la question précédente, ¢ = gle — b. Or gle = (¢ — 1)!p par hypotheése, donc comme p,
q et b sont entiers, € I’est également. Or 0 < ¢ < — d’apres la question précédente, ot ¢ > 2

(car si ¢ = 1, alors e est entier, ce qui est faux d’apres 1.4). Donc € ne peut pas étre entier. Il y a
contradiction : I’hypothese de départ est donc fausse, donc e est irrationnel.



