PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024

Feuille d’exercices 6
ENSEMBLES ET APPLICATIONS

1 - ENSEMBLES

Exercice 1. Identifier les ensembles suivants :
(@ {reR|Fe>0, z<e}, (b) {z eR|Ve >0, |z| <e}.

Exercice 2. Montrer les égalités suivantes :
1 1 1 1
@ ]-1,1= [—1+E,1—E], b) [-1,1]= () }—1——,1+—{
neN* neEN*
Exercice 3. Soient £ un ensemble et A, B, C' trois sous-ensembles de . Montrer que :
(a) AC B< P(A) C P(B), (d) (AUB = AUC, ANB = ANC) < (B =0),
b) (AUB=ANC)& (BCACCO), e) (A\B)U(A\C)=A\(BnNCOC),
(©) (AUB=ANB) < (A=DB), ) (A\B)\(A\C) = (A\B)NC = (ANC)\ B.

Exercice 4. Soient F et F' deux ensembles.
1. Montrer que £ C F' < P(E) C P(F).

2. Montrer que P(ENF)=P(E) NP(F).

3. Atton P(EUF) =P(E)UP(F)?

Exercice 5. Soient £ un ensemble et A, B deux sous-ensembles de . Résoudre les équations suivantes,
d’inconnue X € P(E):

(a) XUA=DB, (b) XNA=B.

Exercice 6. Soient £ un ensemble et A, B, C trois sous-ensembles de £. On note AAB = (A\ B) U
(B \ A) la différence symétrique entre A et B. Montrer que :

(a) AAB = BAA, (d) AAB = AAB,
(b) AAD = A, (e) AN(BAC) = (ANB)A(ANC),
(c) AAA =0, ) (AAB = AAC) < (B = 0).

2 - APPLICATIONS

Exercice 7. Soient f, g : N — N définies par: Vn € N, f(n) =2n, g(2n) =netg(2n+1) =0.
(a) f et g sont-elles injectives ? surjectives ?

(b) Calculer fogetgo f.
N?2 — N*

Exercice 8. Montrer que 1’application f : { (m,n) — 27(2n+1)

est bijective.



Exercice 9. Les applications suivantes sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?
N — N R? — R?
f : 9 h : )
n — n+l (,y) — (x4+y,x—y)
[ Z - Z - R* — R?
" \n = n+1 Y @y = (way— o)
Exercice 10. Soit (a, b, ¢, d) dans C* tel que ad # bc.

d a
ey — C\ {4 e . ., ) ..
¢ } lb{ ¢ } est bijective. Déterminer sa réciproque.

z o &2

Montrer que 1’application f : { CA {_
cz+d

Exercice 11. Soient E et F' deux ensembles et f : £/ — F' une application. Montrer que f est injective
si et seulementsi: VA, B € P(E), f(ANB) = f(A)N f(B).

Exercice 12. Soient £ et [’ deux ensembles. Montrer qu’il existe une application injective de £ dans F
si et seulement s’il existe une application surjective de F' dans E.

) .. ) EF — Fx@
Exercice 13. Soient f : £ — Fetg: E — G deux applications, puis A : .
d g PP P { v o (f(2),9())

(a) Montrer que si f ou g est injective, alors A est injective.

(b) On suppose f et g surjectives. h est-elle surjective ?

Exercice 14. Soit F un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas d’application surjective f de F dans P(FE).
On pourra pour cela considérer A = {x € E' |z ¢ f(z)}.

3 - DENOMBREMENT

Exercice 15. Soient I et F' deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et p. Combien y a-t-il
d’injections de F dans F' ?

Exercice 16. Soient £ = [1,n] et F = [1,p] avec n < p. Combien y a-t-il d’applications strictement
croissantes de I vers F' ?

Exercice 17. Combien le mot “abracadabrantesque” a-t-il d’anagrammes ?
Exercice 18. Combien de nombres a 5 chiffres ne contiennent pas le chiffre 9 ?
Exercice 19. Montrer que dans un village de 700 habitants, au moins 2 personnes ont les mémes initiales.

Exercice 20. Pour tout n € N*, on note u,, le nombre de listes d’entiers naturels non nuls dont la somme
des termes fait n.
(a) Déterminer uy, us, us, uy. Que peut-on conjecturer pour u,, ?

(b) Démontrer cette conjecture.



