PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 20 NOVEMBRE 2023

Devoir a la maison n° 4

Exercice 1. On veut résoudre 1’équation d’inconnues z,y € R :
arcsin(sin x) + arccos(cosy) =z +y. (E)
On note S I’ensemble de ces solutions :
S = {(z,y) € R?| arcsin(sinz) + arccos(cosy) = z + y} .

1. (a) Montrer que : Vy € [0, 27|, arccos(cosy) = { 27ry— , :Z g E)T; 7;]7;]

(b) En déduire arccos(cosy) pour tout y € R.
2. Montrer que si (z,y) € S, alors (x + 2w,y — 27) € Set (x — 2w,y + 27) € S.

3. (a) Déterminer les solutions de (F) telles que x € [—g, g} ety € R.

3
(b) Déterminer les solutions de (E) telles que = € [g, g] ety € R.

4. Représenter I’ensemble .S dans le plan.

Exercice 2. On souhaite montrer que P(N), ’ensemble des parties de N, a la puissance du continu,
c¢’est-a-dire qu’il existe une bijection de P(N) vers R.
10,1 —

1 1 est bijective.
A

1. Montrer que la fonction g : {
1

2. Soit (ay,)nen la suite définie par ap = O et : Vn € N*, a,, = —. Onnote A = {a,, | n € N}.
n

On note B I’ensemble des suites (u,, ) ey binaires, ¢’est-a-dire que : Vn € N, u,, = 0 ou 1.
En déterminant directement leurs réciproques, montrer que les applications suivantes sont
bijectives :

0,1] — 10, 1]
(a) t: Qpio SIT=a, ,
v x siz¢g A
_ B — P(N) (.
(b) f: { (un) — {neN|u,=1} " On note c sa réciproque.
3. Soit b > 2 un entier. On considere 1’application 7 : B = 0,1] ,
(un) = 0,upuius ...
ou 0, uguius . . . est une écriture en base b, c’est-a-dire : 0, uguius ... = lim ﬂ.
n—-+4o0o bk+1

(a) Déterminer les images par 5 o ¢ et par r1g o ¢ de 2N, ’ensemble des entiers pairs.
(b) Justifier que r1 est injective.

(c) Justifier que 5 est surjective.
On admet qu’il existe alors une bijection 7 de B vers [0, 1].

4. Conclure.



