PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 4
CORRIGE

Exercice 1.
1. (a) e Soity € [0, n]. Comme arccos o cos = Id ], arccos(cos y) = y.
e Soity € [m,27]. Ona cos(y) = cos(—y) = cos(2m — y), ou 27 — y € [0, 7].
Donc arccos(cosy) = 2w — y.

(b) Comme cos est 2m-périodique, arccos o cos aussi. Donc : Vk € Z, Yy € [2kn, (2k 4 2)],

arccos(cosy) = y — 2km siy € [2km, (2k + 1)7],
' V=Y 2= (y—2km) = 2k + 2w —y siy € [(2k + D)7, (2k + 2)7].

2. Soit (z,y) € S.On aalors : sin(z + 27) = sin(z) et cos(y — 27?) = cos(y), donc :
arcsin(sin(z+27))-+arccos(cos(y—27)) = arcsin(sin x)+arccos(cosy) = x4y = (x+2m)+(y—27).

Donc (z + 27,y — 27) € S, et de méme (x — 27,y + 27) € S.

3. (a) Soientx € [—g, g] ety € R. Alors arcsin(sinz) = x, donc :
(x,y) €S arcsin(sin z) + arccos(cosy) =z + vy

x + arccos(cosy) =+ vy

arccos(cosy) =y

y € [0,7]

(x,y) € [—g,g} x [0, 7].
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(b) Soient x € {g, g] ety € R. Alors arcsin(sinz) = m — z, donc :

(x,y) € S < arcsin(sinz) + arccos(cosy) =z +y
& 7w —x+arccos(cosy) = +y

- {7r—:17+y—2k7r:x+y si y € [2km, (2k + 1)7]
T—o+ QRk+2)r—y=ax+y siye[2k+ 1), (2k+ 2)7]
o { r=7 —km si y € [2km, (2k + 1)7]
y——x+ (k+2)m siye|2k+ ), (2k +2)n]
N {x——etyE[O 7r] ou z=etye|-2m —n]

y=—r+73 si y € [-m,0]
Y

& @y e{Zhxnu {SJ}X[—%,—W] ou y=-z+7.
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Exercice 2.
1. La fonction g est usuellement dérivable sur |0, 1], avec :

1 1
Vx € }O, 1[, g/(ﬂf) = _ﬁ — m < 0.

La fonction ¢ est donc strictement décroissante, donc injective sur |0, 1[ d’apres le théoréme de la
bijection monotone. De plus, comme ¢ est continue et décroissante sur |0, 1], d’apres le théoréme des
valeurs intermédiaires :

9(00.1) = J1im g(x), lim g(x) [ =]~ oo, +oo].

Donc g est surjective de |0, 1] dans R. Donc g est bijective de |0, 1] dans R.



2. (a) Soient z dans [0, 1] ety € ]0,1[.Ona:

B Y=0pio SIT=ay, T=ap 2 SIY=a,
t(:v)—y@{y:x siz ¢ A (i){xzy siy¢g A 7

donc ¢ est bijective, avec :

0,1[ — [0,1]
1 n_o S1Y = ay,
y o= { y siy¢ A

(b) Soient (u,) € Bet E € P(N).Ona:

flup)=F < E={neN|u,=1}
& VneN, u,=1sin e E, 0sinon
& VneN, u, =1g(n).

Donc f est bijective, avec :

.1 | PN) — B
c=f { E (1)

3. (a) Notons (u,) la suite ¢(2N), c’est la suite 2-périodique (1,0, 1,0...). Soitn € N, on a alors :

n
n

w, 11 11 (}1)5 1 2
- = _ _ — _:_
22k+1 2+8+ 2 1l 21t 3’
k=0 4 4

2
donc 15 0 ¢(2N) = 3 De méme :

n 5]
u 1 1 11— (55)2 11 10
e R R TR T (1001) e 10T — L T 99’
i ~ i "t 100
10
donc 119 0 ¢(2N) = 99"
(b) Soient (u,) et (v,) dans B telles que r1((u,)) = m10((vy,)). Alors 0, upuqus ... = 0, v9v103 . ..
donc, par unicité de I’écriture décimale : Vn € N, u,, = v,. Donc (u,) = ( n) donc 7y est

injective.

(c) Soit x € [0,1]. Par existence de 1’écriture binaire de z, il existe (u,) € B telle que =z =
0, upuq g . . .. Plus précisément : pour tout n € N, u,, est le reste de LQ”HxJ dans la division
euclidienne par 2. On a alors x = r3((u,,)). Donc ry est surjective.

11 existe donc une injection et une surjection de B vers [0, 1]. Le théoréme de Cantor-Bernstein assure
alors I’existence d’une bijection entre ces deux ensembles.

4. D’apres les questions précédentes, I’application g ot o7 o ¢ réalise une bijection de P(N) vers R. Donc
P(N) a la puissance du continu.



