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Devoir surveillé n° 3
CORRIGE

Exercice 1.

1. (a) La fonction tan est définie sur [ et la fonction argsh est définie sur R, donc f est définie sur /.

(b) Les fonctions tan et argsh sont usuellement dérivables sur / et R respectivement, donc f est
dérivable sur /. On a :

t
Veel, fl(z)= an'( = /1 +tan’(z) = | o
\/1 —|—tan Ccos cos

car: Vo € I, cos(z) > 0.

(c) D’apres le calcul ci-dessus : Vo € I, f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur /, donc,
d’apres le théoreme de la bijection monotone, f est injective.
De plus, f est continue sur [ car dérivable sur / donc, d’apres le théoreme des valeurs in-
termédiaires, f(/) = | limw f(z), liﬁrr% f(z)[ =] — 00, +0o0]. Donc f est surjective.
T=—5 Ty

Donc f est bijective.

t
2. (a) Par définitionde ¢t : t € I, donc 3 + % € }0,

t
tan (5 + %) est bien défini et positif.

g [ Comme tan est définie et positive sur ] 0, g [,

(b) Ona:
t = f~!(x) = arctan(sh(x)) donc sh(z) = tan(t) donc e” — e~* = 2tan(t).
1
Notons X = €%, alors : X — X = 2tan(t), donc X? — 2tan(t)X — 1 = 0. Cette équation du
second degré a pour discriminant A = 4 tan®(¢) + 4 > 0, donc pour racines :
2tan(t) £ 24/1 + tan?(¢ 1 in(t) £1
X, — an(t) + an():tan(t)j: :sm() '
’ 2 cos(t) cos(t)
in(t 1
Comme X = ¢* > 0,onadonc:e” = M
cos(t)
(c) Ona:
., sin(t) +1 1—cos(t+§) 2 sin? (%4—%) . (t+7r)
= = - p = - p - — tan —_ —_ s
cos(t) sin (t +2) 2sin (£ +Z) cos (L + I) 2 4

t m
douxr=1In|t i
oux n(an<2—|—4)>



Exercice 2.

1. Soient A, B des parties de E. Soitx € f(AN B).
Soit alors t € AN Btel que v = f(t). Alors t € A, donc z = f(t) € f(A),ett € B, donc
= f(t) € f(B).Donc x € f(A)N f(B).
Donc f(AN B) C f(A)N f(B).
2. La fonction f est usuellement décroissante sur R_ et croissante sur R, et continue sur R, donc,
d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :

f(A) = f([=1,0)) U f([0,2]) = [£(0), fF(=D)] U [£(0), f(2)] = [0,1] U0, 4] = [0, 4],

et de méme f(B) = [0,4]. Donc f(A) N f(B) = [0,4]. Or AN B = [—1,1], donc de méme :
f(ANB) =[0,1] # f(A) N f(B).

3. Supposons f injective. Soient A, B des parties de F. Soitz € f(A) N f(B).
Alors € f(A), donc il existe t; € A tel que x = f(t1) et z € f(B), donc il existe t; € B tel que
x = f(t2). Or f est injective, donc t; = ¢y, donc ¢, (c’est-a-dire t5) € AN B. Donc x = f(t;) €
f(ANB).
Donc f(A)N f(B) C f(AN B).

4. Soient x1,x9 € Etels que f(x1) = f(xa).
Prenons A = {z1} et B = {z2}. On a f(A) N f(B) = {f(z1)}; par ailleurs, AN B = {x;} si
x1 = T2, ANB = () sinon; donc f(ANB) = {f(x1)} si 1 = 3, f(AN B) = () sinon. Donc, comme
fLANf(B)=f(ANB), z1 = xs.
Donc f est injective.

5. D’apres les résultats précédents, f est injective si et seulement si : VA, B € P(E), f(A) N f(B) =
f(ANB).

Exercice 3.

1. e Lesdiviseurs de 28 sont 1,2,4,7, 14,28, donc S(28) =1+ 2+ 4+ 7 + 14 4 28 = 56.
e Les diviseurs de 32 sont 1,2, 4,8,16,32, donc S(28) =1+2+4+ 8+ 16 + 32 = 63.
e Les diviseurs de 60 sont 1,2, 3,4, 5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, donc S(60) = 1+2+3+4+5+6+
104+ 12 + 154 20 + 30 + 60 = 168.
2. Dans ce cas, les diviseurs de n sont 1,p, p*, ..., p%, donc, d’apres la formule de somme des termes
d’une suite géométrique :

1 _poHrl B poHrl -1

S a:l 2 “ e a: —
P*)=1+p+p +-+p 5 -

3. Dans ce cas, les diviseurs de n sont les p'p3* tels que 3, € [0, 1], B2 € [0, cro]. Donc :

" OQ ai 5 1+1 1pa2+1 1
S(pi'pe?) ZZplp? - mzopl Zp N pl—l pp—1 °

=0 B2=

4. Soitn € N*. Selon le théoreme fondamental de 1’arithmétique, il existe € N* et pq, .. ., p, premiers,
T

a, . ..,a,. € N uniques a I’ordre pres tels que n = pr“
=1



T
Les diviseurs de n sont alors les H p;*avec: Vi € [1,7], B; € [0, o], donc :
i=1

S(n) = > 12" = HZPJ*

(B1,-sBr)€l0,ar] x - x[0,0r] i=1 i=1 8= i=1

z+1_1

p—l

5. Soient m et n premiers entre eux. Notons m = H pitetn = H g;", ou les p; et les ¢; sont distincts
=1

entre eux. Alors : mn = H D; H q;", donc, d’apres les calculs précédents :

Smm) = [T LT 2L = sm)S(m).

i Pim b 4=l

Probléme.

I. 1. i Lafonction g est définie lorsque 1 + 2% # 0, ce qui est vrai pour tout réel z. Donc G = R.
ii. La fonction g est usuellement dérivable sur R, et :
—2z(1 + 2?) — 2x(1 — 2%) dx

VZBER79’<$): (1+ 2>2 :—(1+ 2)220S1$§07§051x20
X X

Donc g est croissante sur R_, décroissante sur R, . De plus, g est usuellement continue sur
R donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires :

T——00 r—-+00

o) = | tim_g(o),0)| U | tim_g(a),90)] =] 1,001~ 1.1 =] - 1,11

2. La fonction h est, de méme que g, définie sur R, usuellement dérivable sur R, et :

2(1+2%) — 22 x 2z 1— 22 _ _
Vo e R, h'(z) = 22 :2(1+x2)2 > 0siz € [—1,1], < 0sinon.

Donc h est décroissante sur | — oo, —1], croissante sur [—1, 1], décroissante sur [1, +oo[. De
plus, h est usuellement continue sur R donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires :

h(R) = [(=1), lim A(z)[U[A(=1), A(DV] lim h(z),h(1)] = [-1,0[U[-1,1JU]0. 1] = [-1,1].
T——00 T—>+00
3. Les fonctions g et h sont définies sur R et ont pour ensembles images respectifs | — 1,1] et

[—1, 1], sur lesquels sont définies arccos et arcsin respectivement. Donc D = R.
IL 1. T =[-1,1].
2. Soit y € I. Notons = arccos(y), ¢’est-a-dire que cosf = y et § € [0, 7]. Langle de [0, 7]
ayant pour cosinus —y est alors 7 — 6, donc : arccos(—y) = m — arccos(y).
De plus, la fonction arcsin étant impaire : arcsin(—y) = arcsin(y).



— = arccos arcs
. r e %2 rcsin g x_12
x?—1 n . 2z 1— 2?2 n . 2
= arccos arcsin =TT —arccos | —— arcsin
x?2+1 14 a2 14 a2 1422)"

et:

() 1—(—x)? + aresi —2x 1—a? _ 21
—x) = arccos | ——— | +arcsin | ————— | = arccos —arcsin | ———
14 (—x)? 1+ (—x)? 1+ a2 1+a2)’

donc :

f (i) b f(ea) =

II. 1. On a vu que les fonctions g et h sont dérivables sur R. Les fonctions arccos et arcsin sont
dérivables sur | — 1, 1], avec: g(z) € {—1,1} & 2 =0, h(z) € {—1,1} & 2 = —1 ou 1. Donc
D'=R\ {-1,0,1}.

2. Soitz € D'.Ona:

J@) W@

T = = imar i 2
T 2175
BT o (e e (e e oToE
r 2 1—22 2

m1+x2+ |1 — 22|14 22
4 .

—i0z Sl @ €] —o00,—1]
B 0 size]—1,0]
== stz el0,1]
0 sizell,+oof

3. D’apres le calcul précédent, il existe ¢, co, c3,c4 € R tels que :

—4arctan(x) +¢; si z €] — 0o, —1]
, B o si €] —1,0]
veeD, flz)= darctan(x) +c3  si x €]0,1]
C4 si z €]1,400]

4. La fonction f étant continue sur R, on a :

e En —1: —4arctan(—1)+c¢; = ¢y = f(—1) = arccos(0) + arcsin(—1) = g—g = 0, donc

¢ =4arctan(—1) = —metcy =0,

e En 1: 4arctan(l) + ¢ = ¢4 = f(1) = arccos(0) + arcsin(l) = g + g = m, donc
c3 =m —4arctan(l) = O et ¢y = 7. Donc :
—4arctan(z) — 7 si x €] — oo, —1]
0 si z € [—1,0]

VreR, f(z)= 4arctan(z)  si x € [0,1]

T si z € [1,4o00]



