Lycée Bellevue — Toulouse Année 2023-2024
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A5
Primitives

Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes.
1 x

PO =1 o) = e
9 1

fo®) = —a L e v P

e Pour intégrer fy on décompose en éléments simples :

fala) — 1 S Ex ey e
T -1V -1+vY) 2Bla-1-VE a-1+V2

Donc une primitive de f5 est :

Fy(x) = 2\1/5111

r—1—+2
r—14++2

e Pour intégrer f; on fait apparaitre la dérivée du dénominateur :

x 1/ 2z +1 1 I 2
Ji@) = e = 2((2x+1)2 B (2x+1)2> - 4<2w+1 R (2“1)2)

On en déduit une primitive de f; :

1
Fy(x) = 4{11& 12z + 1] + Gy J

e Pour intégrer fg on décompose en éléments simples :

9 1

1
fﬁ(x):x(x—Q):x—9_§

Donc une primitive de fg est :

9
Fo(xz) =In|z — 9] — In|z| :ln‘l—x‘
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5 : Primitives

e Pour intégrer fs on écrit la forme canonique du dénominateur :

2 1 2 1 2 3

0,2 _ 2 279 2 Y —_1\2
9z ST+ 9(33_%) —|—% 3(Bx—1)2+1

fs(x) =

On reconnait une forme donc une primitive de fg est :

2+17

2
Fy(z) = 3 arctan(3z — 1)

Calculer les intégrales suivantes.

2 2t—1 8 4dt 2a dt
/ (t+1)2 ST a2 —4t+3 " Ju t(t+a) (a70)
0 ¢dt 3 b
10 = 2 113 = / t(2t — ].)8 dt 114 = / tan4tdt
1ttt —4 0 0
i ™ ™ sintd¢
I :/41 tant)? dt I :/'275 2¢dt Ln= [ —
5= (1 + tant) 16 sin”t cos 7= 3 e

]18:/ e 2 dt
0

Iy = /gsin 3t cos 2t dt
0

s
™

Iy = /362t cos 3t dt
0

In2
[23:/ chtsh2tdt
0

2
121 :/ tshtdt
-2

[N

Iy :/ arccost dt

A In3 ¢ 2In2 d¢
I :/ tle b dt Iyr = Iy = N
7 Jo T a2 14 ¢t 7 e Vel —1
5 dt 7 tdt 5 tdt
]302/67 —7312/4 5 132—/67
-z cost 0 cos“t -z cost

In2 dt
Iy = /
0

et —2 — 3et

eln™ tdt
I = [
1 t

e Pour le calcul de I3 on peut appliquer le changement de variable x =

t 4+ 1, ou alors

directement :
22t—1 22(t+1) -3 22 3
1= [ —/+) dt = - dt
(t—l—l +1)2 ot+1 (t+1)2
2
[21n]t+1]—|— 2In3 -2
t+ 11

e Pour le calcul de I; on décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

4 2 2

—4t+3 t—-3 t-—1
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MPSI — Mathématiques

Ceci permet de calculer :

8 4dt 8 2 2 8 15
1:/:/—dt=[21 t—3)—2mjt—1|| =|2mn—
ST —a+3 Jit—-3 t—1 nft =3 =2l =1l "t

e Pour le calcul de I on décompose en ¢éléments simples :

1 <1 1 )

tt+a) a\t t+a
Ceci donne

20 dt 1 j2a/1 1 1 2a 1. 4
To — -/ (— )dt:{1n|t|—ln|t+a|] B
a tit+a) ala \t t+a a a a 3

e Pour le calcul de Iy on applique le changement de variable z = ¢2.
La fonction ¢ + ? est de classe C! sur U'intervalle [—1,0], de dérivée ¢t > 2¢. Ceci donne

i—f = 2t puis 2tdt = dx. Par changement de variable :

Lo 0tdt 01 da
W= g Sl 2424

On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :
11 { 1 1 }
22 —4 4lex—2 x+2

On en déduit :
0 In3

10 1 1 1
I :,/i_ d:[l 91 2}:
0W=gh so2  rra® gl A2 8

e Plusieurs méthodes sont possible pour calculer I3 : intégration par parties, changement
de variable x = 2t — 1, ou directement manipulation de polynémes, comme ci-dessous :

t(2t —1)% = ;(21& —1+1)(2t—1)P°= ;(215 — 1)+ 5(ta —1)®

On en déduit :

N
—_

Ly = i/f@(?t — 1)+ 202 — 1)) dt = i[(zt 101)10 e . 1)9] P

.| 360

e Pour le calcul de I14 on applique le changement de variable x = tant.
La fonction ¢ — tant est de classe C! sur I'intervalle [0, ﬂ, et i—f =1+ tan?t =1 + 2%

On en déduit : _ ) y
I x

1:/% H&:/4
1 0 an 0 . 1+ 22
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MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A5

: Primitives

Il reste a manipuler la fonction rationnelle :

x? 42— —1+1 )
= =" -1+
14 22 14 22 241

On en déduit

3 1
Ly, = x——x—l—arctanx = E—%
14 3 0 173

e Pour le calcul de 5 on fait apparaitre des primitives usuelles :

15 :/Z(l—i—tant)th: /Z(1+tan2t—|—2tant) dt
0 0

= [tant—2ln|cost@4 =|1+In2
0

e Pour le calcul de [;4 on linéarise I'expression trigonométrique, en utilisant
de trigonométrie ou les formules d’Euler.

5 = —sin?(2t) = -

: 2
it cos? f — sin(2t) 1 1 1 — cos(4t)
4 4 2

Ceci donne :

les formules

™ 1= 1 in(4t)]" | 3
116=/Sin2tCOSQtdt:§/ (1—COS(4t))dt:[t—mH] .

4 ™ 8 4 x 32
e Pour le calcul de I17 on applique le changement de variable x = cost.
La fonction ¢ — cost est de classe C* sur lintervalle [0, 7], de dérivée % = —sint ce qui
donne dr = —sintdt, et par changement de variable :
T sintdt -1 —dx
Lo= | ot =

0 3+sin’t 14— g2

Par décomposition en éléments simples :

11/ 1 1
"
LA VA G - R

1 1 In3
:4{ln|2+x|—ln|2—x|}_1: %

e Pour le calcul de I;g il faut utiliser I'intégration par parties en posant u/(t) = te—t*/2

et v(t) = 2. Alors u(t) = —e /2 et v/(t) = 2t, les fonctions u et v sont de
donc :

1'18:/ B3e /24t = [—t%t?/ﬂ +/ ote /2 qt
0 0 0

classe C! et

272 2[6t2/2r —|2—(2+ .%'2)67932/2
0
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e Pour le calcul de I19 on utilise les complexes :

Iy = /56% cos 3tdt = /§62t Re <e3it) dt = Re (/3 (2+3i)t dt)
0 0 A

On calcule :

= @30)t15 9 _ 35, , o3

3 2+32 dt e _ i 1 _ o 1

/0 l2+3z’] 5 (e ) 5 (e 1)
2(e3 +1

La partie réelle de ce complexe est : | [;9 = — (e 313"' )

e Pour le calcul de I5; on utilise une intégration par parties.
On pose u(t) =t et v(t) = cht. Alors u et v sont de classe C', de dérivées u/(t) = 1 et

v'(t). On en déduit

2 2 2
121=/ tshtdt = [tcht] —/ chtdt
—2 -2 -2

2
:[tcht—sht} =| 4ch2—2sh?2 |=| ¢ + 3e72
2

e Pour le calcul de I5; on linéarise 1’expression trigonométrique grace aux formules d’Eu-

ler :
—it _ _—5it

i3t —idt\ (02t —i2t iS5t it
sin 3t cos 2t = ( 22_6 ) (e +2€ ) _c e 4? c - §(sin 5t 4 sint)
Ceci donne :
3 13 17 1 5 3
Iy = /Odsin3tcos2tdt = i/odsin5t+sintdt = 2[— 500551& — cost}s = 10

e Pour le calcul de I3 on pourrait linéariser ’expression hyperbolique, mais on peut aussi
utiliser la formule sh 2t = 2shtcht, puis reconnaitre une formule de type v/u? :

In2 61

In2 In2 2
123:/ chtsh2tdt:/ 2shtch®tdt = [ch?’t] —
0 0 3 0 96

t et v(t) = arccost.

e Pour le calcul de I5; on intégre par parties, en posant u(t)
1 de dérivées u'(t) = 1 et

Ces deux fonctions sont de classe C! sur l'intervalle { 5 2 ,

ce qui donne :

V() = Am
1 1 !
Iy = /§ (1 x arccost)dt = [tarccost} e /5 ! dt

25 I By

2/; (1 —t3) zdt = —{ﬂ} =

AR

2 1
2
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e Pour le calcul de Ir5 on utilise deux intégrations par parties successives.

On pose u(t) = t? et v(t) = —e~". Alors les fonctions u et v sont de classe C! sur I'intervalle
[0, A] (ou [A, 0] si A < 0), de dérivées u/(t) = 2t et v/(t) = e *. Par intégration par parties :

A A A
Iy = / tPe7tdt = [—t%f] + / 2te~t dt
0 0 0

On pose alors (indépendemment du calcul précédent) u(t) = 2t et v(t) = —e™*. Alors u
et v sont de classe C', de dérivées u/(t) = 2 et v'(t) = et. Par intégration par parties :

A A A
Iy = {— th—t} + [— S / 2etdt
0 0 0

Ceci donne :

A

Ly = [ —tPet =2t — 27| =|2— (A2 + 24+ 2)e

0

e Pour le calcul de I; on utilise le changement de variable x = e, méme si z = ¢!

donnerait un résultat plus simple.

tdﬂ?

La fonction ¢ — € est de classe C' sur I'intervalle [In2,1n 3], sa dérivée est % = e = z.

Ainsi dt = df et par changement de variable :

In3
Iy = - [
= In2 1+et 1+x

On décompose la fonction rationnelle en éléments simples :

371 1
I :/ (_)d —
27 2o \z 14z .

e Pour le calcul de I59 on utilise le changement de variable x = /et — 1.
La fonction ¢ — v/e? — 1 est de classe C* sur Uintervalle [In2,21n2], sa dérivée est & =

5 \/Zii =2 +1 , donc dt = Qx dx . Par changement de variable :

I /21n2 V3 2dax
*7 1 2241

3
Injz| —In|l+z|| = 21n3—3ln2:lnz
2

On en déduit :

V3o g
Iy = 2[arctan x} =| =
1 6
e Pour le calcul de I35 on commence par écrire :
s dt 5 costdt
[30 = / = )
—zcost —z1—sin“t

On applique ensuite le changement de variable x = sin t.
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La fonction ¢ — sint est de classe C! sur 'intervalle {—E 1} et sa dérivée est dx = cost,

676
ce qui montre que dxr = costdt.

Par changement de variable :

On décompose en éléments simples :

1 1[ 1 N 1]
1—22 21—z 1+=x

Puis on calcule :

Lz 1 -1 1 1+

I3 = = — = dr = = [1 ‘
3 2_;(1+x 1—:c> SR Rl

e L’intégrale I3; se calcule par intégration par parties.
Soit u(t) =t et V'(t) =

N[

=| In3

[NIE

puis v/ (t) = 1 et v(t) = tant.

0032 t

Les fonctions v et v sont de classe C* sur {0, 4} par intégration par parties :

T tdt I I 7 In2
1 :/4 = [t tant} / tantdt = [ln cost] - — —
3 0 cos?t | | 0 4 2
o 5 tdt . t . .
e L’intégrale I3, = / —— est nulle car la fonction ¢t — —— est impaire.
-z cost cost
Pour démontrer ceci on applique le changement de variable x = —t.
La fonction z — —z est de classe C! et 3—; = —1, d’ou dt = —dx puis par changement de
variable : . d J
-5 —xdr xdx
I39 = / = = —1I3
z cos( —TCOST
Ceci donne comme annonceé : I3, =0

e Pour le calcul de I34 on utilise la changement de variable z = e’.
La fonction t — et est de classe C, sa dérivée est % =e! =7, donc dt = %

Par changement de variable :

I _/1112 dt 2 dz _/2 dz
P et—2—-3et L a(w—2-3) 1 2?25 +3

On décompose en éléments simples :
1 1 1 { 1 1 ]
r—3 x+1

22— 27 —3 (x—3)(x+1) 4
On en déduit :

12/ 1 1 1 2 In3
_ - _ dt =~ |lnle -3/ -1 = =22
L34 4/1 (x—S x—i—l) 4[n|x 3= Inje+ @1 1
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e Pour le calcul de I35 on reconnait la forme u/'u™ :

eln™ ¢t e] In"t1¢]° 1
Is= [ ==t = [ S(neytar= -
35 1t 1t(n) [n#—l]l n+1

e Pour le calcul de I35 on utilise le changement de variable ¢ = sh x.

La fonction = — shz est de classe C!, de dérivée g—i = chux.

Elle est bijective de R dans R donc 2 admet un unique antécédent que 1'on note « :
sha = 2.

Par changement de variable :

2 e a
]36:/ \/t2—|—1dt:/ \/sh2x+1ch$dx:/ |chz|chzdz
0 0 0

Comme chz > 0 pour tout = € R alors |chz| = chx.
On calcule : ch®z = 1(ch2z + 1), donc :

1 e 1 sh2z]® 1 sh 2«
I :7/ 1+ ch2s)dr = - — =
5= g, L+ ch2o)de 2[+ 2]0 2<O‘+ 2)

On calcule « en résolvant 1’équation sh a = 2.

Celle-ci donne X? —4X —1 = 0 en posant X = e%, donc X = 2+ V5. Comme X est
strictement positif alors X =2+ /5 et a = In (2 + \/3)

In(2 5
Ceci donne sh 2o = 41/5, puis | I35 = n(—g\/_) +5 |
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