PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 5
CORRIGE

Exercice 1.
1. Les primitives de f; sont les arctan +c, ¢ € R. Comme arctan s’annule en 0, on a donc :
F| = arctan.

2. Onpose z = tant. Alors dz = (1 + tan®t)dt = (1 + 2?)dt, donc :

/ da _/ dt
(14222 1+ tan?t

= cos? tdt

1 1
= 5 + 5 cos(2t)> dt
t  sin(2t)
=3 arctan(x) + 1 sin(2 arctan(x)) + ¢,
avec ¢ = 0 pour F; et :

Vx € R, sin(2arctan(z)) = tan(2arctan(z))cos(2arctan(x))

2 tan(arctan(zx)) 2(arctan(z)) —
1—tan2(arctan(x))(zcos( tan()) 1)

B 2x 2 1
o1l —22 1+ 22

B 2z
142
1 1
donc: Fy:x — 5 arctan(x) + 57 fﬁ'
2
3. La fonction f,, est usuellement dérivable sur R, avec : Vo € R, f!(z) = —ﬁ,

donc par intégration par parties :

F, = /d—x
(1+a22)n

x +/ 2nx? p
= _— —_—QaX
(1 _|_$2)n (1 +x2)n+1

x

L L (n—1)E.

Donc : 2nFn+1 = m



4.

D’apres le résultat précédent : 4F5 = 5> + 3F2. Donc :

(14 22?)

2 '_>1 T _|_3 T +3 tan(z)
. L — — — arctan\x).
s 4(1+22)2  81+a2 8

Exercice 2.

1.

2.

L’équation (FE) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 lorsque = # 0. Il faut
donc I’étudier sur I; = R” ou sur I, = R},
Notons I = [; ou I,. Sur I, I’équation s’écrit :

;1
y——-y=1
Xz

L’ équation homogene associée y, — —y, = 0, d’inconnue y,, : I — R, a pour coefficient
x

1 o .
a:x v+ ——,de primitive A : 2 — — In ||, donc a pour solutions les yj, : = — Ae™*l =
x

Alz|, pour A € R, c’est-a-dire les y, : © — \z, pour AER(avec A= —Asur [ et A = \

sur Io).

D’apres la méthode de variation de la constante, une solution particuliere y, : I — R

est de la forme y, : = — A(z)z avec X(z)z = 1, d’ott X (z) = =, d’olt A(z) = In|z|
x

convient. Donc y,, : x — x In|z| convient.

Donc les solutions 4 : I — R sont données par :

S:{y:xl—>5\x+xln|xl|5\ER}.

En z = 0, ’équation (E) s’écrit 0 = 0 + y(0), donc une solution y de (E) sur R vérifie
y(0) = 0.
Notons y; :  +— \x + zln(—z) ety : & — Aoz + xIn(x). Les fonctions y; et y, sont
continues sur /; et I respectivement, et par croissances comparées, yi () — 0 =y(0)
Tx—0_
et yo(x) — 0 = y(0), donc y est continue sur R.
r—U4
De plus, les fonctions y; et y» sont dérivables sur /; et I5 respectivement, mais :
x)—y(0 x)—y(0
v e, P =YO0 ) s —soetve e B, 20 YO )
x—0 z—0_ r—0

In(z) — %, donc y n’est pas dérivable en 0.
r—04
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