PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024

Feuille d’exercices 10
CALCUL MATRICIEL ET SYSTEMES LINEAIRES

1 - SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 1. Résoudre les systemes suivants. Préciser dans chaque cas le rang, les inconnues principales et
secondaires.

rT+y+3z2=295

r =y = 2= x + z =3

+ oy o+ t=0 2wty 4=
T Y z —t= _
3r — 3y + 22 =0 (d) Pty — =2

T +2y+ 2z =1
Exercice 2. Résoudre les systemes suivants.

r — 2y +4z = 2 2r+ y + z =1 3z + 2y + 62 =0
@) 2r —4y +2z2=1 | < xr+2y+ 2z =4 |, (c) R4r + 5y + 12z =1 .
20 + y — 8z =—1 r + vy +2z2=-5 20 + 2y + 5z =1

2 - OPERATIONS

Exercice 3. On considere les deux matrices suivantes :

1 0 -1 1 2 3
A=1|-2 3 4 et B=10 1 2
0 1 1 1 35

Déterminer la somme A + B et les produits AB et BA.

Exercice 4. Calculer, lorsque cela est possible, les produits AB et BA.

10 0 0
(a)A:<O O) et Bz(o 1),

0o 2 1
A=[1 1 o0 et B_(—21(1);>’
-1 -2 -1
1 2
c) A=1[1 1 et B:(_Qligé)
0 3

. . 0 -1
Exercice 5. Soit J = (1 0 )
(a) Calculer J2.
(b) Pour z = = + iy € C,on pose M (z) =zl +yJ .
Montrer que : V(z,2") € C*, M(z + 2') = M(2) + M (') et M(22') = M(2)M(2).
=

(c) Calculer M (e®)", pour § € R et n € N. En déduire I’équivalence : (z € U,,) < (M (2)" = ).



1 01
Exercice 6. Soit A= | 0 4 2 |.On veut trouver les matrices M € M;s(R) telles que M? = A.
009

(a) Si M est une solution, montrer que M commute avec A.
(b) En déduire que certains coefficients de M sont nuls. Conclure.

Exercice 7. Calculer les puissances n“"* des matrices suivantes :

1 01 210 2 11
A=101 0), B=|0 2 3], C=|1 21
1 01 0 0 2 11 2
3 - INVERSION
0 1 -1
Exercice 8. On considere la matrice A = | -3 4 -3
-1 1 0
(a) Calculer A2 — 3A + 215, ot I5 est la matrice identité.
(b) En déduire A"
_ 1 1 1
Exercice 9. Soit j =e 3 et A= [1 j 42| .Calculer A*. En déduire A™".
L g
Exercice 10. Calculer I’inverse, s’il existe, des matrices suivantes :
2 41 1 2 3 -1 0 2
A=1|2 51), B=|011), C=(0 0 1
1 21 0 2 3 0 -1 1

Exercice 11. Résoudre les systemes de 1’exercice [2] par inversion.
Exercice 12. On considere les matrices :
-1 2 10
(G o)
(a) Montrer que P est inversible et calculer Pt

(b) Vérifier que A = PDP™'.

(c) En déduire les puissances de A.

Il
N
— =
DO —
~__

4 - TRANSPOSITION ET SYMETRIE

Exercice 13. Soit A € M, (R). Onnote B = "AA.
(a) Montrer que B est une matrice symétrique.

(b) Montrer que les coefficients diagonaux de B sont positifs.

(c) Montrer que Z b;; = 0 si et seulement si A est la matrice nulle.
=1
Exercice 14. Soient A et B dans M, (K) symétriques.
Montrer que AB est symétrique si et seulement si A et B commutent.

Exercice 15. Soit M € M, (R) antisymétrique.
(a) Montrer que /,, + M est inversible.

(b) Soit A = (I,, — M)(I, + M)~*. Montrer que ‘A = A"

Exercice 16. Soit A € M;3(R) antisymétrique. Montrer que A n’est pas inversible.



