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MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. A6
Equations différentielles

Résoudre sur R I'équation :
y+In(ty +1)=t

avec y(1) = 1, en posant z = e¥.

Soit z(t) = e¥®. Comme y est supposée dérivable alors z I'est aussi par composition.

De plus y(t) = Inz(t) et donc : Ve RY /(1) = ZZ/((tt))

On en déduit les équivalences suivantes :

y(t) +In(ty'(t) +1) =t = Inz(t) 4+ In (tj(;)) + 1) =Ine'
— t2'(t) + 2(t) = €
— )+ 12(25) - %

La derniere équivalence est valide car on suppose que ¢ € R, donc il est non-nul.
Contrairement a ’équation de départ, cette équation est linéaire.

Comme R est un intervalle, et £ +— —Int est une primitive de ¢ —%, alors les solutions
de I’équation homogene associée sont les fonctions :
2p: R, — R

t |—>)\e_lnt:% avec A ER

La méthode de variation de la constante nous fournit la solution particuliere z; : ¢ — %t

Ainsi les solutions de I’équation d’inconnue z sont les fonctions z = zg + 21, a savoir :
A+ et

z(t) ;

Comme y(t) = In z(¢) alors les solutions de I’équation de départ sont les fonctions telles
que

avec A E€R

vVt e RY, y(t) =In ()\ + et) —Int avec A €R
La condition initiale y(1) = 1 donne In (A +¢) =1 donc A = 0.

Finalement la solution de I’équation proposée munie de sa condition initiale est :

y(t) =t —Int
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s

Soit I = }—5, %{ Démontrer qu’il existe une unique fonction dérivable f de I dans
R telle que :
f(@)

cost

FO)=1 et Vel f(t)=

La calculer grace au changement de variable u = sin x.

La condition demandée signifie que f est solution sur I de I’équation différentielle :

y——y=0 (1)

Il s’agit du probleme de Cauchy : I est un intervalle, la fonction ¢ +— Cost est définie et
continue sur cet intervalle, et la condition initiale est du type y(to) = yo avec ty € I et
Yo € R.

Ainsi cette équation différentielle munie de sa condition initiale admet une et une seule
solution.

Pour la déterminer il faut résoudre ’équation différentielle.

Celle-ci est homogene. On note a(t) = ﬁ pour tout ¢t € I, puis on pose :

t du

Cosu

Vel A(t):/o

La fonction a est continue et I est un intervalle donc le théoréme fondamental montre

que A est une primitive de a.

La fonction u +— sinwu est de classe C'. En posant = sinu on obtient 2% = cosu, donc

dx = cosu du. En appliquant le changement de variable il vient :

t cosudu sint
o= [z |
(*) 1 —sin?u 1—372

On décompose en éléments simples :

1 _1( 1 N 1>
1—22 2\14+2z 1-—-=z

et on en déduit

1, 1+sint
Vtel Alt)==-In——
O gy,
On remarque que pour tout t € [ :
1. 1—sin®t 2¢ t
A(t) = =In 78%11 =1In 7&)8_ =1In 7605,
2 (1 —sint)? (1 —sint)? 1 —sint

Ceci car cost et (1 —sint) sont positifs sur 1.

Finalement les solutions de I'équation sont les fonctions

yofl — R
t s AeAl) = N (A e R)

1—sint
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La condition initiale f(0) =1 donne A = 1, et donc la fonction recherchée est :

cost

ft) =

1 —sint

1+4sint

Cette fonction s’écrit aussi f(t) = =22

Déterminer ’ensemble de toutes les fonctions de R dans R dérivables telles que :

V(z,y) € RL)®  flzy) = f(=) + f(y)

On note P la propriété :  V(z,y) € (R%)?  f(zy) = f(z) + f(y)

La fonction f est dérivable, donc pour composition, pour tout y € R’ la fonction x
f(zy) est dérivable, et sa dérivée est x — yf'(zy). Si la propriété P est vraie alors par
dérivation par rapport a z elle implique :

V(z,y) € (RL)?  yf'(zy) = f'(x)

Cette relation est vraie a fortiorisi y = 1, ce qui donne :

vreR, - f(1)= /()

Posons a = f’(1). Alors : Vz e R%  f/(z) =2

T

Comme R est un intervalle alors par primitivation il existe un réel b tel que
Vo € RY f(z)=alnx +0b

Cette phase d’analyse nous a montré que si une fonction f : R} — R dérivable vérifie la
propriété P alors il existe deux réels a et b tels que : Vo € Ry f(z) =alnz +0.

Dans ce cas la propriété P s’écrit :
v(%y)E(R:)Q aln(zy) +b=alnz+b+alny+b

Ceci donne b = 0.

Cette phase de syntheése nous montre que I'ensemble des fonctions f : R} — R dérivables
vérifiant la propriété P est 'ensemble des fonctions f : x +— alnz, ou a est un réel.
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Déterminer I’ensemble de toutes les fonctions f de R dans R dérivables telles que :

VeeR (1+2%)f(x) —/Oxtf(t)dt: 1

Analyse :

Soit f une fonction solution.

Posons g(z) = xf(x). Alors g est continue et la fonction x — / tf(t)dt en est une
0

primitive, d’apres le théoreme fondamental. Elle est donc dérivable, de dérivée g.
Par hypothese la fonction f vérifie :

VeeR  (1+27)f(z) —/Oxtf(t) dt =1.
Par dérivation :
Ve e R 2zf(z)+ (1+27)f'(z) —xf(x) =0.

Donc :
Ve R (1+2%) f(x) + xf(x) = 0.

Ceci montre que f est solution de I’équation différentielle :
(1+2%)y +ay=0.
En posant a(z) = — 155 et A(z) = —5 In(1 + 2°) on justifie qu’il existe A € R tel que :

A

Ve e R f(x):ﬁ.

Synthese :
Soit fx +— ﬁ ou A est un réel.

On calcule : .
VeeR  (1+2%)f(x) —/0 LF(t) dt = A.

On en déduit que f est solution du probleme si et seulement si A = 1.

. . N . . 1
Finalement la seule solution du probleme est la fonction f : x +— T

Déterminer ’ensemble des fonctions réelles f deux fois dérivables sur R telles que

VieR  f(z)= f(-2)

Notons P la propriété; Ve eR f'(z) = f(—2)

Soit f une fonction deux fois dérivable vérifiant cette propriété. Alors par dérivation :
VeeR  f(x)=—f'(—x)

Or la propriété P est valable pour tout z € R, si  appartient a R alors —z appartient a
R, donc on peut substituer —x a x :

veeR  f(-z)=—f(z)
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Ainsi on en déduit
VeeR  f'(x)=—f(x)
Ceci montre que f est solution de 1’équation différentielle y” — y = 0.

Or les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions

R —R
t — Acost+ Bsint  ou (A, B) € R?

Ainsi, si une fonction f : R — R deux fois dérivable vérifie la propriété P alors elle est de
la forme f(z) = Acosz + Bsinx ou A et B sont deux constantes réelles.

Mais dans ce cas la condition P s’écrit :
Vr e R —Asinz + Bcosz = Acosz — Bsinx
— VreR (B—A)(cosz —sinz) =0
Ceci équivaut a 1’égalité A = B.

Ainsi I'ensemble des fonctions f : R — R deux fois dérivables vérifiant la propriété P est
I'ensemble des fonctions f : x — A(cosz + sinx), ou A est un réel.

Résoudre le systeme différentiel :

{az’(t) =2x(t) — 2y(t)
y'(t) = 2x(t) — 3y(t)

d’inconnues x et y, fonctions de ¢, vérifiant les conditions initiales z(0) = 3 et y(0) = 0.

Apres manipulation on obtient que la fonction z vérifie :
2+ —2x=0.

On en déduit z(t) = ae’ + fe™*" avec (o, f) € R?, puis y(t) = Se' + 23e 2"

Les conditions initiales donnent : z(t) = 4e’ — e™% et y(t) = 2¢’ + 27 2.

Résoudre I'équation différentielle
y/// _ 2y// _ 4yl + 8y — O

munie des conditions initiales y(0) =1, ¥'(0) =1 et y"(0) = 8.

On remarque que ’équation différentielle proposée s’écrit :

(¥ —2y)" -4y’ —2y) = 0

On pose z = ¢y — 2y. Alors y est solution de I’équation proposée si et seulement si z est
solution de I’équation :
2 =42 =0

page 5 /@



MPSI — Mathématiques Corrigé partiel du TD A6 : Equations différentielles

Les solutions de cette équation différentielle du second ordre sont les fonctions z : t +—
ae? + Be 2 ol «a et B sont deux réels.

De plus les conditions initiales sur y donnent les conditions initiales sur z :
2(0) =¢'(0) =2y(0) = =1 et 2'(0) =4"(0) —2y'(0) =6

Comme z(t) = ae? + Be? alors 2/(t) = 2ae® — 28e2". Les conditions initiales sur z

donnent :

{2(0):—1 — {a—l— B=-1

Z0)= 6 20 — 28 = 6
On en déduit o =1 et B = —2, et donc 2(t) = e* — 2e~%.
Or par définition z = 3y’ — 2y, donc on calcule y en résolvant 1’équation différentielle du
premier ordre :
(E) y/_2y:e2t_2672t

Les solutions de ’équation homogene associée sont les fonction 1, : t — Ae? ot A est un
réel. Ceci par on résout cette équation sur 'intervalle R et car la fonction ¢ — 2t est une
primitive de la fonction ¢ +— 2.

Pour déterminer une solution particuliéere de ’équation (F) on définit les deux équations
suivantes :

(Ey) y — 2y = e (Es) y — 2y =—2e %

On obtient les solutions particulieres respectives y; (t) = te?* et ys(t) = %e

D’apres le principe de superposition la fonction y3 = y; + y2 est solution de ’équation
(E), puis les fonctions y = yo + y3 sont les solutions de I’équation (E). On obtient :

—2t

1
VteR  y(t) = (t+Ne* + 56*% ol AER

La condition initiale y(0) = 1 montre que A\ = % Finalement la solution de I’équation de
départ munie de ses conditions initiales est :

1 1
y(t) = (t + 2)6% + 5@‘% = te* + ch(2t)

Remarque : Il est possible aussi de résoudre cet exercice en posant z = 3" — 4y.

Résoudre sur R} I'équation différentielle :
3y — 2ty = 6

munie des conditions initiales y(1) = ¢/(1) = —1.

On posera z(z) = y(e”).

On montre que y est solution si et seulement si z est solution de I'équation :
2= —22=6e7"

Ceci donne z(z) = (a — 2z)e™™ + Be** ou (a, B) € R?.

On en déduit y(t) = 2L + 32,

Avec les conditions initiales :  y(t) = —%lnt
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