PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024
Feuille d’exercices 11
SUITES NUMERIQUES
1 - GENERALITES

Exercice 1. Trouver deux suites différentes (u,) et (v,,) telles que
(@) {u, | n € N} = {v, | n € N}, b)VN eN, {u, |n>N} ={v,|n>N}.

Exercice 2. Avec des quantificateurs, rappeler les définitions de suite croissante, décroissante, bornée,
stationnaire, périodique. Parmi ces propriétés, lesquelles sont vérifiées pour les suites dont les termes
généraux sont les suivants ?

(@) u, = l pourn > 1, (¢c) w, = cos (n%), (€) y, = max(100 — n,0),
n
(b) v, =27, (d) , estlan®™ décimale de T, (f) 2z, =min(n —5,(-1)").

Exercice 3. Ecrire avec des quantificateurs les assertions suivantes :

(a) La suite (u,,) est majorée. (c) La suite (u,) est périodique de période paire.
(b) La suite (u,,) est décroissante a partir d’un cer- (d) La suite des termes d’indices pairs de (u,) est
tain rang. périodique.

2 - SUITES RECURRENTES

Exercice 4. Déterminer le terme général de la suite (u,,) définie par :

(@) Uns1 = 3up + 2, ug =0, (d) Unt2 = Upp1 — Uy, Uy = 2, up = —2,
(b) Upt1 = Tu, — 6, ug = —1, (€) Upyo = Opir — Uy, ug =uy =1,
(©) Upta = 2Upyq + 33Uy, uo =0, vy =1, (B) upyo = —Upg1 — 2uy, vy =0, uy = 2.

Exercice 5.
(a) Soit (u,) la suite définie par récurrence par uy € [0,3[ et Vn € N, u,1 = f(uy,) avec f(z) =
Vv + 6. Déterminer la limite éventuelle de (u,,).

(b) Méme question pour la suite (v,,) définie par vy € [0, +00[ et v,+1 = g(v,) avec g(z) =1+

(c) Méme question pour la suite (w,,) définie par wy € |0, +-00| et w41 = h(w,,) avec h(z) = x + —.

T+ 3
2

3 3
} 0, 3 [ et u,1 = f(uy,). Déterminer la limite éventuelle de (u,,). Que se passe-t-il si uy € {5, +o0 [ ?

Exercice 6. Soient f : |0, 4+o00[ — |0, +oo[ définie par f(z) = et (uy,) la suite définie par uy €

3 - SUITES CONVERGENTES

Exercice 7. Soit / € R. Quelles sont les suites satisfaisant
(@ Ve >0, AINeN, Vn > N, |u, —¢| <e?
(b) ANEN, Ve >0, Vn > N, |u, — ] <e?



Exercice 8. En revenant a la définition de la limite, montrer que

4
(a) <i3) converge vers 0, (©) (n )nEN tend vers +oo,
/) p>1

1 )
b converge vers 0, (d) (—=2v/n tend vers —oo.
( ) (\/m) 22 g ( \/_) neN

Exercice 9.
(a) Ecrire avec des quantificateurs I’assertion ”(u,,) diverge”.
(b) Montrer que la suite de terme général u,, = (—1)" est bornée et divergente.

(c) Soit (uy,)nen une suite qui tend vers —oo. Montrer que (u,,) diverge.

Exercice 10. Soit (u,) une suite telle que Vn € N, u,, € Z. Montrer que si (u,) converge, alors (u,,) est
stationnaire.

Exercice 11. Soit (u,) une suite qui tend vers +oo et A un réel. Montrer que si A > 0, alors Au,, —+>
n—-+0oo

400, et si A < 0, alors Au,, — —o0. Que se passe-t-il si A =0 ?
n—-+oo

Exercice 12. Soit (u,,) une suite bornée. Montrer que si v, — 400, alors u,, +v, —> 400, et que
n—4o00 n—-4o00

siv, — 0,alorsu,v, — 0.

n—-+0o n—-+o0o

Exercice 13.
(a) Montrer que si (u,) converge vers ¢ € R, alors (|u,|) converge vers |/|.

(b) Montrer que si (u,,) tend vers —oo, alors (|u,|) tend vers +oc.

Exercice 14. Trouver les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

n® n'? +2 (6" +1)((3)"+1)
(a) un = n2 _'_ n _|_ 19 (C) wn = n17 _ 2n19’ (e) yn = 3n2 9
_4—n+3n? @2+ 1Et-1) f) z, = (2" —3")(n* - 6).

(b) vn_7_n2_n4’ (d) xn— 6”—4 )

Exercice 15. Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

n

@) u, = —° (©) w, = (In(n))", (€ Yo =1In(n+1) — In(n),

nin(n)’ | /
(b) v, = nn, d 7, =1In (sin (ﬁ))’ (f) z, =ncos (ﬁ)

Exercice 16. On considere une suite (u,,). Est-il vrai que...

1
(a) siu, # 0 pour tout n dans N et u,, —> +o00,alors — — 07?

n—-+4oo Up, n—-+4o0o

1
(b) siu, # 0 pour tout n dans Net u, — 0, alors — — +o0?

n—-+o0o Uy n—+00
(c) sitpy —u, — 0, alors (u,) est convergente ?
n—-+o0o
Un+1

(d) siwu, # 0 pour tout n dans N et

— 1, alors (u,) est convergente ?
Up, n——+oo

(e) siu, > 0 pourtout n dans N, alors nu,, — —00?
n——+o0o

(f) siwu, > 1 pour tout n dans N, alors (u,)" — o0 ?

n—-400



4 - THEOREMES DE CONVERGENCE

Exercice 17. Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

~ 2sin(n) T2 o+ (=1)"

@) v = 5 ©) wn=—75——: © yn=5"~"7w T
5n? — ncos(n) _ on+2 34 (=1)"

(0) @, = O @ = g ) 2 — %

. . L. sinn n!
Exercice 18. En utilisant le théoreme d’encadrement, trouver les limitesde [ ——— et — .
n+ (_1>n+1 neN n" ) en

Exercice 19. Montrer que les suites (u,) et (v,,) suivantes sont adjacentes :
n

1 1
(a) un:Zﬁetvn:un“‘ﬁ,

k=1
(b)unzzk et v, = Zk
©) u, = Z——Z\/ﬁetvn Z——Q\/n+

k=1

Exercice 20. Soient a,b € R tels que 0 < b < a. On considere les suites (u,) et (v,,) définies par :

un U?’l
up=a, vo=>b, vn € N : u,,1 = —2'— y Upa1l = /UpUp.
T+
(a) Montrer que : Vx,y € R, 5 y.

(b) En déduire que : Vn € N, u,, < v,.
(c) En déduire que (u,,) est décroissante et (v,,) croissante.

(d) En déduire que (u,) et (v,) sont adjacentes.

Exercice 21.
(a) Soita > 0. Montrer que la suite de terme général u,, = an tend vers +oo.

(b) Montrer que si v,, - +oc etsi Vn € N, u, < v,, alors v, = +o0.
(c) Montrer que pour Vo € N, (14 a)" > 1+ an.
(d) Soit g > 1. Déduire de ce qui précede que la suite (¢"),en tend vers +oco.

5 - SUITES EXTRAITES

Exercice 22. Soit (u,) la suite des décimales de . Montrer que (u,,) admet une sous-suite convergente.

Exercice 23. Soit (u,,) une suite convergente vers un réel ¢. Déterminer 1I’ensemble des limites des suites

. ) . /nm
extraites de la suite (un sin <?) )

Exercice 24. Soient (u,,) une suite réelle et ¢ un réel.
(a) Montrer que (u,,) converge vers ¢ si et seulement si (us,) et (ug,+1) convergent toutes deux vers /.



(b) A quelle condition sur les extractions o1, ¢, a-t-on 1’équivalence
(u,,) converge vers { <> (uw(n)) et (u(pz(n)) convergent vers ¢ ?

Exercice 25. Soit (u,),ecn une suite réelle. On suppose que (us,) converge, que (uo,+1) converge et que
(usy) converge. Montrer que la suite (u,,) converge.

6 - RELATIONS DE COMPARAISON

Exercice 26. Déterminer un équivalent simple, lorsque n — +o00, des termes suivants :

@ = —— (= VIR (€) yn = ch (1),
n—1 n+l " Inn —2n2 ’

1 (=" _ 1.
NIEI v

Exercice 27. Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

in (% In (1 + sin (%
@ u, = 2], © wo= G g,
tan (ﬁ) en — 1 n

2 n3In (”—“)—I—n

® ””:(1_%)n’ @ . = FCOS(TE), O ==
In (cos <\/Lﬁ>>

n
Exercice 28. Montrer que Z k!~ nl
k=0

b) v,=vn+1—+vn—1,

(d) xn:sin( ), S

n—400
. . ) L (=™ 1 2
Exercice 29. Soit (u,) la suite de terme général u,, = + —. Montrer que u, + Upy1 ~ —.
1 Inn n n—+oo M
A-t-onu,, ~ —7
n—4+oo N

7 - POUR ALLER PLUS LOIN

Exercice 30. Soit D > 2 un entier (on peut faire I’exercice avec D = 2 ou D = 10). Soit f : [0, 1[— [0, 1]
la fonction f(z) = Dx — L Dz, ot Ly est la partie entiere du réel y. Soient a € [0, 1] et (uy,),>1 la suite
récurrente donnée par u; = aetVn € N*, u, 1 = f(u,).

(a) Tracer le graphe de f.

(b) Montrer que Vn € N*, u,, = D"a — D" a_.

(c) Montrer que si a € Q, alors (u,,) est périodique a partir d’un certain rang.

On définit la suite (d,)nen par Vi € {0,1,...,D — 1}, d, = d,(a) =isiu, € [

1 141
D D |
(d) Montrer que Va € [0,1], Vn € N, d,(f(a)) = dpi1(a).

1

N
d
(e) Montrer que VN € N, Z D_k’; —al < DN
k=0
A%+m7d
(f) Montrer que si (u,) est périodique de période p a partir du rang Ny, alors la suite ( Z D_k’f>
k=No neN

converge vers une limite £ € Q.
(On pourra regrouper dans la somme par paquets de p et identifier une suite géométrique.)

(2) Montrer que (u,) est périodique a partir d’un certain rang si et seulement si a € Q.



