PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 12 JANVIER 2024

Devoir surveillé n° 4

CORRIGE
Exercice 1.
1. (a) On procede par méthode du pivot :
1 -2 1|0 -1 0
(P | I3) ~ 0O 1 2(0 0 1
Ly + —1Ls 3 =2 111 0 0
L1 & Ly
Lg e L3
1 -2 1]0 -1 0
~ 0 1 210 0 1
Ly < Ls—3L 0 4 —-2|1 3 0)
1 -2 1 |0 -1 0
~ 0 1 2 10 0 1
Ly <« Ls—4Ly 0 0 —10/1 3 —4
1 =2 1| 0 -1 0
~, 0O 1 21 0 0 1
Ly < -1 0 0 1|-3% —5 3
1 =2 1| 0 -1 0
~ 0101 21
Ly <« Ly—2L3 0 0 1|—5 -3 2
1 00 % % 0
~ 010 ¢+ 2 % :
L1 < L1+2L2—L3 0O 0 1 _% _1_30 :
1 5 5 0
donc P est inversible, d’inverse P~ = — [ 2 6 2
10
-1 -3 4
(b) Par calcul direct :
1 5 5 0 2 3 =2 3 -2 1
PAP = —| 2 6 2 -1 -2 2 -1 2 -1
WA 34/ \1 3 -4/ \o 1 2
1 5 5 0 3 0 =5
= —1 2 6 2 -1 0 5
WA 21 =34/ \o 0o —10
1 0 0
= 00 O
0 0 =5



z 0 0
2. Notons D=0 y 0].0Ona
0 0 =z
% — 67 0 0 1 0 0
D?*—6D=A < 0 y? — 6y 0 =10 0 O
0 0 22 — 62 0 0 =5
22 —6x = 1
& > —6y = 0
22—62 = —5H
r = 3++10
= y = 0Ooub ,
z = 1loubd
a 0 0
done S =4 (0 b 0] Jae{3-V10,3+V10}, b€ {0,6}, ce{1,5)
0 0 ¢
3. Ona:

M?—-6M=A < M?—6M=PAP!
& PIMPP—6PT'MP = A
& (PT'MP)* —6P'MP = A,

donc M est solution de (E') si et seulement si D = P! M P est solution de (E'). Une solution de (E') est ainsi :

3+v10 0 0 44 4+15v10 42+ 15V10 4
M="P 0 00 P—lzE 144 —5V10 —12—-5V10 —4
0 0 1 ) —3 8

Exercice 2.

1. Onaz" = (3" +y)" = y* + . Par équivalence :

(yestsolutionde (F)) < ¢V =y
= Z,/ =Y -+ y// =z
< (zestsolution de (E')).

2. Comme 2’ = y® + ¢/, les conditions initiales associées & (E') sont :

{ 2(0) = ¥ (0)+y(0)=24+0=2
Z0) = yP0)+y(0)=3+1=4 "

3. L’équation (E’) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants, homogeéne. Son équation
caractéristique associée est 7> — 1 = 0, de solutions 71, = +1, donc (E’) a pour solutions les 2 : t +— \e’ + pe ™.

A+ u sy 2\ 6
- 4,cest-a-d1re{2)\ _

Les conditions initiales imposent : { , C’est-a-dire (A, u) = (3,—1).

Donc (E’) a pour solution :

2t 3et —et.

4. L’équation (E) revientdonc a:y” +y = 3¢’ — e ™",
L’équation homogene associée y;, + y5, = 0 a pour solutions les yj, : t — A cos(t) + psin(t).

De plus, comme 1 et —1 ne sont pas solutions de 1’équation caractéristique P(r) = 7% + 1 = 0, et d’apres le
principe de superposition :



3 —1
(E) a pour solution particuliere y,, : t — P e’ + P(—1)€_t = §et — Ee_t
3 1
Donc (FE) a pour solutions les y : t — A cos(t) + psin(t) + §et — §e’t.
Les conditions initiales y(0) = 0 et 4/ (0) = 1 s’écrivent : { ;\1 é B (1) , c’est-a-dire (A, ) = (=1, —1). Donc

(E) a pour solution :

3 1
y:t— —cos(t) —sin(t) + éet —5e

—t

Exercice 3.

1. (a) Comme f est strictement monotone, d’apres le théoréme de la bijection monotone, f est injective sur [0, al.
De plus, comme f est dérivable, f est continue; et f est monotone donc, d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires : f([0,a]) = [f(0), f(a)] si f est croissante, [f(a), f(0)] si f est décroissante.

Donc f est bijective de [0, a] dans [f(0), f(a)] si f est croissante, [f(a), f(0)] si f est décroissante.

=f)  pu=g(f(@)  pu=e
(b) On pose u = g(t). Alors / = / = / . De plus, t = f(u), donc dt = f'(u)du. Donc :
1=10)  Ju=g(r@)  Ju=0

f(=) z
/ g(t)dt = / wf'(u)du
f(0) 0
(c) Par intégration par parties :

[ ern = s = [ = s - [ s

ce qui est la formule recherchée.

2. On pose f = arccos. Cette fonction est usuellement dérivable strictement décroissante sur [0, a] pour tout a < 1,
donc, d’apres la formule de Laisant :

T arccos(z)
Va € [0, al, / arccos(t)dt = xarccos(z) — / cos(t)dt
0 arccos(0)
= zarccos(z) — [sin(t)]2ee®
2
= xarccos(z) — sin(arccos(z)) 4 sin (g)
= zarccos(z) — V1 —a2+1,

donc, d’apres le théoreme fondamental de 1’analyse, les primitives de arccos sont les « +— z arccos(z)—v'1 — 22+
¢, ceR.
3. (a) La fonction f est usuellement dérivable sur [0,1], avec : Vz € [0,1], f'(z) = € + xe® > 0, donc [ est
strictement croissante sur [0, 1], donc injective sur [0, 1] d’apres le théoréme de la bijection monotone.
Comme f est dérivable, f est continue; et f est croissante donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires,

f(10,1]) = [£(0), f(1)] = [0, e].
Donc f est bijective de [0, 1] dans [0, e].

(b) D’apres la formule de Laisant :

/o€¢—1><f /f_e_/otetdt_e ([ t]l_/oletdt)26—(6—(6—1))26—1.



Probléme.

y Y

I 1. (yestsolutionde (Ey)) < ¢ —5y"+8y —dy=0& | ¢ | = y" &Y' = AY.

2.

3.
4.

y/// 5y// _ 8y' + 4y

Par méthode du pivot: (P | I3)

e}

—_

I

—_

I

[\
[ )
= o O

Ly < Lo,—2I4
L3 <— L3—4L1
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L3 — L3—4L2 (

OO = OO =
O = OO = O
—_

W
|
B

-3 4 -1
donc P est inversible, d’inverse P! = ( 2 =3
0
1

-3 4 -1 0 -3 4 -1 2 1
pPlap=|2 -3 1 0 =12 -3 1 4 4
4 —4 1 4 -8 5 4 4 1 4 -4 1 8 12
(y est solution de (Fy)) < Y' = AY & PZ' = APZ & 7' = P'APZ =TZ.
2 = 221+ 2 21 = 2z + Ae? 210t = ae® 4+ e
7'=TZ & 2, = 2z S ozt =N S ozt = e
2= 3 z3:t = et 23:t = pet

—_
— = =
Il
~

ae? + \te*t
Les solutions de (Ey) sontlesy : t — (1 0 1) Ae?t = ae® + Me? + pe', ot o, A, i € R,
pue’
L’ équation homogene 8y;, — 4y, = 0 a pour solutions les yy, : t — Aez.
Par méthode de variation de la constante, une solution particuliere de (F7) est alors y, : ¢ — )\(t)e%, avec
9 9
N(t)ez = =¢™, donc N(t) = —e?, donc A() = e convient, donc y, : t — ¢ convient.

DOHCS:{y:tI—))\G%+€5t|)\€R}.

9 ¢ L, . . . .
Posons z = ¢". Ona: (Fy) & 2/ — 52 = gei. L’équation homogene associée a pour solutions les

. o L 9
zp, + t + pe®. Une solution particuliere de 1’équation est alors z,, : ¢ — pu(t)e, avec i/ (t)e” = geé, donc

9 1 1
p'(t) = ge_%, donc u(t) = —Ze_% convient, donc 2, : ¢t — —Ze% convient.
1
Doncy”:tr—>ue5t—ze%,doncS: {y:tr—>ﬁe5t—e%+ct+d|ﬁ, c, dER}.

. L , . . . t
D’apres les questions précédentes, 1’unique solution commune a (F}) et (Fy) est y, : t +— 8¢”' — e2.

. t . . N
Par construction, y, : t — ¢”* — e2 est une solution particuliere de (E).

III. D’apres les questions précédentes, I’ensemble des solutions de () est :

S:{y:tr—>a62t+/\t62t+uet+e5t—e% |a,A,u€R}.



