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Feuille d’exercices 13
LIMITES ET CONTINUITE

1 - LIMITES
Exercice 1. Calculer les limites suivantes :
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Exercice 2. Déterminer des équivalents simples en O des fonctions suivantes :

_sin’z _ Inx () f(z)=a2""" —1
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Exercice 3. Soit f : R — R une fonction périodique admettant une limite [ en +co. Montrer que [ est finie et
que f est la fonction constante égale a /.

Exercice 4. Donner un équivalent simple en +oco eten 0 de :
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Exercice 5. Soit 7o € R U {—o00, +00}. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
(a) Soit! € RU{—o0,+00}. Si f(z) — let f(x) ~ g(x),alors g(x) — .
T—T0 T—T0 T—x0
(b) Soitl € R. Si f(z) — letg(x) — [, alors f(z) ~ g(x).
T—T0 T—T0 T—rT0
(c) Si f(z) ~ Sz, alors f(z) —5x — 0.
T—r+00

(d) Sif(z) ~ g(z),alorse/@ ~ 9@

T—x0 T—T0
Exercice 6. Soit f une fonction polynomiale, c’est-a-dire qu’il existe d € N et (ag, ay,...,aq) € R tels
que ¥z € R, f(z) = ag + a10 + asa”® + - - - + agx®. Montrer qu’il existe un voisinage de +oo sur lequel f est
monotone.

Exercice 7. Soit 7o € RU{—00, +00}. On suppose que f(z) ~ g(z)etque g(z) — | € (R* U {+00}),
T—T0 T—T0
avec | # 1. Montrer que In f(z) ~ Ing(z). Est-ce encore vrai pour [ = 1 ?
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Indication : On pourra montrer que



2 - CONTINUITE EN UN POINT

Exercice 8. Prolonger par continuité les fonctions suivantes, lorsque c’est possible :
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Exercice 9. Soit f : R — R continue en 0 telle que : Vo € R, f(2x) = f(x). Montrer que f est constante.

Exercice 10. Donner le domaine de définition de la fonction f :  + arctan(tan®(x)), et montrer qu’elle est
prolongeable en une fonction continue sur R.

Exercice 11. Déterminer les fonctions f : R — R, continues en 0, telles que : Vo € R, f(2x) = f(x) cos(z).

L si 2=2¢€Q
Exercice 12. Soit f : |0, 1[— R définie par : Vz € ]0,1[, f(z) = { q q . Montrer que f est

0 si z¢Q

discontinue en tout point rationnel, et continue en tout point irrationnel.

r—1 si z€@Q

t+1 si 2¢Q . Montrer que [ est

Exercice 13. Soit f : R — R définie par : Vx € R, f(x) = {

discontinue en tout point de R.

3 - CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

. R R
Exercice 14. Etudier la continuité de f : { - : 2] + m .

Exercice 15. Soit k£ un réel strictement positif et f : R — R telle que :
V(z,y) € R, |f(2) = f(y)] < klz —yl.
Montrer que f est continue.

Exercice 16. Soient a < b des réels et f : [a,b] — [a, b] une fonction continue. Montrer qu’il existe ¢ € [a, 0]
tel que f(c) = c.

Exercice 17. Soient a < b des réels. Soient f : [a,b] — Ret g : [a,b] — R’ continues. Montrer qu’il existe

ce Rtelque: . .
/ngf(C)/g

Exercice 18. Soient f : R — R bornée et g : R — R continue. Montrer que f o g et g o f sont bornées.
Exercice 19. Soit f : I — R continue. Montrer que si f prend un nombre fini de valeurs, alors f est constante.

Exercice 20. Soit f : [0,1] — [0, 1] continue telle que f(0) = 0, f(1) = let: Vz € [0,1], fo f(z) = x.
Déterminer f.

Exercice 21. Déterminer toutes les fonctions continues sur R vérifiant les équations suivantes :
(a) Vo € R, f(2)* = f(x), (d) Y(z,y) € R, f(z+y) = f(z)+ f(y),

(b) Vz € R, f(z%) = f(), @) V(z,y) € R%, f(zy) = f(x)f(y),

© veer (1) = s ® ¥io) e (T30 = V@I,




