PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 26 FEVRIER 2024

Devoir a la maisonn° 9

Exercice 1. On note, pour tout n € N, T}, le polynome (dont on admet I’existence et 1’unicité)
tel que :
V0 € R, T,(cos®) = cos(nb).

1. Déterminer 1y, T}, 15 et T5.
2. (a) Montrerque : Vn € N, 1,10 =2XT,, .1 — T,,.

(b) En déduire, pour tout n € N, le degré et le coefficient dominant de 7,.
3. (a) Pour tout n € N, déterminer les racines de 7;,.

(b) En déduire que, pour tout n € N, le polyndme 7;, est scindé sur R, a racines simples

appartenanta | — 1, 1].

4. En utilisant la formule de Moivre, déterminer 7;, pour tout n € N.

Exercice 2. On souhaite déterminer I’ensemble £ des fonctions f : R — R continues telles
que :
VeeR, flz+y)+flz—y)=2(f(x)+f(v)).
1. On suppose qu’il existe f € E.
(a) Déterminer f(0).
(b) Soitz € R.Onnote : Vn € N, u,, = f(nz).

i. Montrer que : Vn € N*| w, 11 — 2uy, + w1 = 2uy.
n

ii. En calculant Z (ugs1 — 2ug + ug—1) de deux facons différentes, montrer que :
k=1

Vn €N, f(nz) =n’f(x).

(c) En déduire que : Vn € Z, f(nz) = n*f(z).
(d) En déduire que : Vr € Q, f(rx) = r’f(z).
(e) Soit v € R.
i. Justifier qu’il existe une suite (cv,,) de rationnels qui converge vers a.
ii. En déduire que : Va € R, f(az) = o*f(x).
(f) En déduire qu’il existe A € R tel que : V¢ € R, f(t) = M2
2. Conclure.



