PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024
Feuille d’exercices 14
DERIVABILITE
1 - DERIVABILITE

Exercice 1. Etudier la dérivabilité en 0 des fonctions suivantes :

' zsin(2) si 2 #0 . a?sin (1) si 2 #0
(a)f'x'_){ 0 si 2=0" (b)f'xH{ 0 si 2=0"
Exercice 2. Déterminer les ensembles de définition, de dérivabilité, et la dérivée des fonctions suivantes :
2

41 1 : i — 22
(a)f:xr—>ex2+ ’ @ izl / —l—cosx’ (g) | : x> arcsin(l — x?),

e —1 . I —cosw (h) m:xw— x|+ — |z,
(b) g:x— (cosz)™™?, (e) j:x +— arctansh z, 0 o x

Dn:rc— ———.

(c) h:z > arccosV1 — x2, () k:z— In|tanz|, 14+v1—22
Exercice 3. Etudier le prolongement par continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes :
@ f:xw—a”, (c)i:xHe_z%,

b) g:z—xn|z

1—
’ (d) j:ams —2,
S T

Exercice 4. Soit f : [O, g} — R définie par f(z) = Vsinzx + .
(a) Justifier que f réalise une bijection de [O, g} vers un intervalle J a préciser.

(b) Etudier la dérivabilité de ' sur J \ {0}, puis en 0.

2 - PROPRIETES DES FONCTIONS DERIVABLES

Exercice 5. Majorer I’erreur commise dans les approximations suivantes :

(a) V10001 ~ 100, (b)

1
0.9992 ~1, (c) cosl ~ 7

Exercice 6. Soit f : R — R périodique de classe C'. Montrer que f’ est périodique, et en déduire que f est
lipschitzienne.

Exercice 7. Soient f,g : [a,b] — R dérivables telles que f(a) = g(a) et f(b) = g(b). Montrer qu’il existe
c €la,b[ tel que f'(c) = ¢'(c).

Exercice 8. Soient a,b > 0. Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer qu’il existe
¢ € |a, b[ tel que la tangente a I'f en ¢ passe par 1’origine.

Exercice 9. Soit f : R — R une fonction dérivable et admettant la méme limite [ € R en +o00 et —oco. En
considérant la fonction g = f o tan, montrer qu’il existe ¢ € R tel que f'(¢) = 0.

Exercice 10. Soient f, g : [a,b] — R dérivables. On suppose que ¢’ ne s’annule pas sur |a, b|.
) - J@) (o)
g9(b) = g(a)  g'(c)

. o : 1 1
Exercice 11. Déterminer lim (z + 1)es+T — xe=.
T——+00

Exercice 12. Montrer que : V(a,b) € R?, | — ™| < |b— al.

Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b] tel que



3 - FONCTIONS DE CLASSE C"

Exercice 13. Calculer les dérivées successives de :
@) f:a— (22 +1)e*, () h:xzwe"sinz, l—=

© Jj:izm .
(b) g: x> cos’®x, d) iz (2° + 22+ 1)e ™", © k- a:»—)ln—(;x— 30).

Exercice 14. Déterminer (a, b, c) € R tel que la fonction f : R — R définie par

xT

f(x):{ e’ si x <0

ax’+br+c si x>0

soit de classe C. Est-elle alors de classe C° ?

Exercice 15. Déterminer les classes des fonctions définies sur R par :

2" si x>0 r?sind si x#0
(a)f(ac)—{ 0 si 2<0 (C)h@)_{ 0 si 2=0"
Inx si x>0 ) i(z) = ro
(b) g(:t)—{ 0 si z2<0°’ 1+ [z]
Exercice 16. Montrer que la fonction f : R — R définie par f(z) = { e*i] st z 8 est de classe C™°.
si <

Exercice 17. Soient n € N* et f : [a,b] — R n fois dérivable. Montrer que si

fla)=f(a)=...=f"Va)=0 et f(b)=0,
alors il existe ¢ € ]a, b tel que ™ (c) = 0.

Exercice 18. Soit f une fonction polynomiale. Montrer que 1’équation f(z) = €® n’a qu’un nombre fini de
solutions.

4 - FONCTIONS CONVEXES
Exercice 19. Montrer que la fonction In o In est concave sur |1, +0o0|.
b
En déduire que : Va,b > 1, In (%) > +/In(a) In(b).

. X + “ e + T
Exercice 20. Montrer que : V1,29, ..., 2, >0, Va1 -2, < S

n
Exercice 21. Montrer que la fonction f : = +— In(1 + €%) est convexe sur R.
1 1 1
En déduire que : Vaq,...,a,,by,...,b, >0, <Hak> + (H bk> < <H(ak+bk)> )
k=1 k=1 k=1

1 1 p q
Exercice 22. Soient p, ¢ > 1 tels que — + — = 1. Montrer que : Vz,y > 0, 2y < T + v
p q p

q
1 1
En déduire que : Vaq,...,a,,by,...,b, >0, Zakbk < (Z a,’é) <Z bZ) .
k=1 k=1

k=1



