PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 8
CORRIGE

Exercice 1.

1.

Pourn = 0 : f : © — 2° s’annule une et une seule fois en = = 0.

Pour n > 1 : la fonction f, est usuellement dérivable, avec : Vo € R, f/(r) = 32> +n > 0.
Donc f,, est strictement croissante sur R, donc, d’apres le théoreme de la bijection monotone, f,, est
injective sur R. De plus f, est continue et croissante sur R donc, d’apres le théoréme des valeurs

intermédiaires : f,(R) = | lim f,(x), lir+n fa(z)| = R. Donc f, est bijective de R dans R. En
T—r—00 T—>+00

particulier, f,, s’annule une et une seule fois sur R.

. Soitn € N.Ona: f,(-1)=—-1—-n+n=-1<0et f,(0) =0+0+n =n > 0donc, d’apres

I’étude de la question 1 : —1 < u,, < 0.

. Soitn € N.Ona:

fri1(un) =u + (n+ Dup + (n+1) = fuluy) +up +1=u, +1>0,

donc u,, 41 < u,. La suite (u,) est donc décroissante.

. La suite (u,,) est décroissante et minorée par —1, donc converge vers une limite [ > —1. De plus, on
3

n

a:vn € N, ui + nu, +n = 0,donc n = — .Sil # —1, le terme de droite converge vers

, Uy + 1
l
— lorsque n — +00, ce qui est absurde. Donc [ = —1.
n+1 1
. Soitn € N.Ona: - 1+ =nu, +n=—-u> — —(-1*=1Doncu,+1 ~ —.
= n——+00 n—+oo N
C 1 1 1 1
Celarevientadireque v, +1=—+ o —),doncu, =—-14+—+ o — .
n n—+oo \ N n n—+oo \ N
. 1 . 1
. Soitn € N.Onnote u,, = -1+ — +¢,,0ue, = o0 — ]. Alors :
n n—+oo \ N
1 3 1 1 3 1
uiz(—l—l—(——i—&n)) :—1+3(—+€n)+ 0 (—)z—l—l———l— 0 (—),
n n n—+o00 \ N n n—+o00 \ N
donc :
0=wu, +nu, +n=—+ne, + o — 1,
n n—+oo \ N
. 3 1 .
doue,=——+ o — |, d’ou la formule voulue.
n?  n—too \ n?
1
. On procede de méme : soitn € N,onnote u,, = -1+ — — — +¢,,00e, = o0 — .
n n? n—too \ n?

n—-+o00 n? n—+oo \ n3

12 1 12 1
Alors:O:u?L+nun+n:——2+n5n+ ) (—2) ,d’ole,=—+ o (—),d’ofl:
n n



Exercice 2.
. Ona: 20 = i< 20 =¢'F & 2 = ' wb, k € [0,5], en notant w = ¢'’s .
2. (@) Ona:
o X0 —i— XYX?+i)=—iX"—1i,
o (—iX*—i) — (—iXH(X?+4) = —X*—4,
o (—X?—i)— (=1)(X?+1i) =0,
donc X% —i = (X" —iX? — 1)(X? +1) + Oc[x-

(b) e Lesracines de X* + i sont les solutions complexes de 1’équation 2> +4 = 0. Or :
2 . 2 : i3 i3 1 :
Z+i=0&r=—1=€2 &r=F't = | —+ — |,
1

donc X? +i = (X—EJF%) (X+%—%>.

e Le polyndme X* — iX? — 1 a pour discriminant (—i)* — 4 x (—1) = 3, donc pour racines

I+ /3
! 2\/_.Not0ns<5:m—|—iy, alors :
2oy = V3
3 3 2 2 3 2—+3
52:Z+\/_<:) I edi==% \/+\/_+i\/ V3 )
2 2ry = 3 2 2
$2+y2 - 1

etdeméme:éQZ#ﬁézj:<\/2_\/§+i\/2+\/§>.Donc:

2 2

_¢2+\/§_Z.\/2—\/§ +¢2+\/§+i¢2—\/§

X4t—ix?—-1 = [X X
2 2 2 2
V2-V3 V24 B V2-V3 V243
X — —1 X+ +1
2 2 2 2
Finalement :

6 _,; = _L L L_L
& (X ﬁ+\/§)(X+\/§ ﬁ)
CV2EVB V2B (0 V2B VR

X
2 2 2 2
V2-V3 V243 V2-v3  V2+3
X — —1 X+ +1 .
2 2 2 2
3. D’apres la question 1, les racines de X°® — i sont les e(EHT) Les arguments de ces racines dans
V2+3

T s 5% ) . . m
[O, —} sont — et —, donc, par identification : cos <—) =

2 12 12 12 2



