PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maisonn° 9
CORRIGE

Exercice 1.
1. Soitd € R.Ona:

3.

e cos(00) = 1,donc T = 1,
e cos(10) = cos(f),donc T = X,
e cos(20) = 2cos?(f) — 1,donc Tp = 2X* — 1,
e cos(30) = Re g(cos 0+ isinf)’) = cos® 6 — 3cosfsin’*§ = 4 cos® 6 — 3cos b,
donc T3 = 4X° — 3X.
(a) Soientn € Netfd € R.Ona:
2 2) —
cos((n +2)0) + cos(nf) = 2cos (W@ Ccos (W@)
= 2cos((n+ 1)) cos(0),

c’est-a-dire : 1,40 +1;, = 2XT,, 11, ce qui est la formule recherchée.

(b) Pour tout n € N, notons A,, le terme dominant de 7;,.
On a Ay = 1, donc Tj est de degré 0 et son coefficient dominant est 1.
D’apres la formule précédente :

Vn < N*, An—i—l = QXAn,

et A, = X. On reconnait une suite géométrique, donc : Vn € N*, A, = 2"7'X™. Pour tout
n € N*, le degré de T, est donc n et son coefficient dominant est o1,

(a) Sin =0, T, = 1 est constant donc est scindé sur R.
Soientn € N*etf € R:

cos(nf) =0 < nﬁzg—i-lﬂr, kelZ

s 0=+ rez
2n n i

& cos@zcos(l—i-—ﬂ),kez.
2n n

Iy a donc n valeurs distinctes de cos(f) (pour & € [0,n — 1]) telles que cos(nf) = 0. Ce sont n
racines distinctes de 7},, donc, comme deg 7,, = n, ce sont toutes ses racines.

(b) Soitn € N. D’apres la question précédente, T;, posséde n racines distinctes dans | — 1, 1[. Comme
degT,, = n, toutes ces racines sont simples, et 7}, est scindé sur R.



4. Soientn € Netf € R.Ona:
cos(nf) = Re((cosf+isinh)")

= Re ( (Z) i* sin* @ cos™* 9)
\k=0

) i*sin® 0 cos"* 0

o

_ O VRV
=2k’ Z(?k’)( 1)¥ sin®” 6 cos 0

= <2T;> (=1)*(1 = cos? 0)F cos" % ¢
done T, = ( " > (—1)k(1 — XYk X",

Exercice 2.
1. (a) Onprend x = y = 0 dans I’équation vérifiée par f, alors : 2f(0) = 4£(0), donc f(0) = 0.
(b) i. Soitn € N*.Ona:

f(na + ) + f(nz — 2) = 2(f(na) + f (),
c’est-a-dire :
Upt+1 + Up—1 = 2Uy, + 2“17
ce qui est la formule voulue.
ii. Soit n € N. D’une part, la somme considérée est télescopique :

n n

Z (Ukg1 — 2up, + up—1) = Z (kg1 — wi) + Z (wp—1 — ug)

k=1 k=1 k=1 ’
= Upy1 — UL + Uy — Uy
et d’autre part, d’apres la question précédente :

n

Z (U1 — 2up + Up—1) = Z 2uy = 2nuy,
k=1 k=1

donc :
Upt1 — U1 + Ug — Uy = 20U,
c’est-a-dire :
Uni1 — Up = (2n + 1)uy.

On reconnait a nouveau une somme télescopique, d’ou :

n—1

n—1
Uy — U = ZUk+1 — Uy = Z(Qk + 1D)uy,
k=1

k=1



et finalement :

n—1

—1
Uy = Z(Zk‘ + Duy = (2M + n) uy = nuq,

2
k=0

ce qui est la formule voulue.

(c) La formule voulue est établie pour n € N. Soit alorsn € N,on a:

fO+nx) + (0 —nx) =2(f(0) + f(nz)),

c’est-a-dire :
f(=nz) = f(nz) = n’f().
Donc la formule voulue est vraie pour n € Z.

(d) Soitr € Q, puis soient p € Z, q € N* tels que r = P ona:
q

ra) =1 (%) =027 (2).
flx)=f (qg) =¢f (g) :

flra) = %f(af) — 2 f(2).

(e) i. Comme QQ est dense dans R, il existe une suite (o) de rationnels convergente vers .

donc :

En effet : pour tout n € N*, soit v, rationnel —-proche de «. On a alors :
n

1 )
Vn € N*| |a,, — a| < —, donc par encadrement : o, — v — 0,i.e. o, — au
n n—+4o0o n—+o0o

ii. Soit () une suite de rationnels convergente vers . On sait que :
vn €N, flayz) = a2 f(x),
donc, comme f est continue, par passage a la limite :
flax) = a*f().
(f) La formule précédente est valable pour tout x € R. En particulier, pour x = 1 :
Va €R, f(a) =af(1),

c’est-a-dire : V¢t € R, f(t) = t*f(1). On prend alors A = f(1).
2. L’analyse ci-dessus montre que si f € E, alors il existe A € R tel que f : ¢ — At. Réciproquement,
toute fonction de ce type convient : soit A € R, f : ¢ — At? est définie sur R et continue, et :

Vo,y €R, Mz +y)® + Mz —y)? = 2002 + \y?).

Donc :
E={f:t—M|XeR}.
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Comme f(0) = |ag| € f(C), f(C) est non-vide. Comme : Vz € C, f(2) = |P(z)] € Ry,
f(C) est une partie de R minorée par 0.

Ona f(z) ~ |a,||z|" donc f(z) — +o0. En effet, soit z € C*:
|z]—+o0 |z| =>+o0
z 2"+ an 12" 1+ .. +a
1o : o = 1+ A1,
|lan||z]” ap 2"
o h(z) = B4 1 % donc |z)] < Al ad
an % ap 2" la, ||z |an||2|™ I21-+00

Donc h(z) — 0, donc )

|z]—=+o0 |CLn||Z|” |z|—+o00
Il existe donc A > Otelque : Vz € C, (|z]| > A) = (f(2) > m + 12). Autrement dit, par

contraposée : Vz € C, (f(2) <m+12) = (|z| < A). Donc m = |i|ri{;1f(z)'

La fonction f est continue car composée de fonctions continues, donc, d’apres le théoreme
des bornes atteintes, est bornée sur D(0, A) = {z € C | |z| < A} et atteint ses bornes. 1l
existe donc zy € D(0, A), donc 2 € C, tel que f(zy) = m.

Qn

P(z)
c’est le coefficient dominant de P). De plus, Q(0) =
Vz € C, |P(z + 2)| > |P(20)|, donc |Q(2)| > 1.

, donc b, # 0 car a,, # 0 (puisque

P(2)
P(2)

En développant P(z, + X)), on obtient b,, =

= 1, et par définition de 2 :

.. ) 1 ) .
Par définition de j, b; est non nul, donc —— est bien défini. C’est un nombre complexe
J
, ) ) . 1,8
non nul ; notons ¢’ sa forme exponentielle. On sait alors qu’une racine j°™ en est 77 ¢e'7.

Par définition de j,ona: Q(X) = by+b; X7 +b; 1 X' +.. .+ b, X", avec by = Q(0) = 1
d’apres (a). Soitt € R, on a alors :

9(t) = 14 bt + by T 4 by =1 = 4 b ST b

g(t) — (1 —¥)
ti

donc =bj T+ b P 0. Donc g(t) =1 —t/ + o (/).
%

t—0

Soitt € |0, 1| tel
oitt €10,1[ tel que y 5

Donc |Q(ct)] < 1, ce qui est exclu d’apres (a). Donc P(z;) = 0, et le théoréme de
d’Alembert-Gauss est démontré.

t)— (1 -t 1 S tJ
9(t) ( )‘§§.Alors|g(t)|§1—t3+§:1——<1.




