PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2023-2024

Feuille d’exercices 15
ESPACES VECTORIELS

1 - ESPACES VECTORIELS

Exercice 1. Les ensembles suivants sont-ils des (sous-)espaces vectoriels ?

() By ={(z,y) € R? |z — 3y = 0}, (f) Es={(z,y) e R* |z +y € Q},

(b) By = {(z,,2) € B | 30 — Ty = =}, (@ Fr={(z,y) € R? |y = a2},

(©) B3 ={(z,y,2) e R® | 2* — 2* = 0}, (h) Es = {(u,) € R" bornées},

(d E,={f:R — R monotones}, (i) Ey = {(u,) € R" convergentes},

(e) B5 = {A € My(R)| det A =0}, () Ero = {(z,y,2) € R*| 2(2* + ¢*) = 0}.

Exercice 2. On considere les vecteurs u = (2,3) etv = (1, —5) de R®.
(a) Montrer que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

(b) Exprimer u et v en fonction des vecteurs e; = (1,0) et e; = (0,1).
(c) Exprimer e; et e; en fonction de u et v.
(d) Faire de méme avec les vecteurs u = (2,3,0), v = (1,—5,0) etw = (—1,0,4) de R®.

Exercice 3. On considere les vecteurs u = (2,3, —1), v = (1, -1, —2) et w = (5,0, —7) de R®. Montrer que
Vect(u,v) = Vect(v, w).

2 - SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 4. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ? Si oui, les écrire sous forme Vect.

@) B, ={(z,y,2) eR® |z +y+ 3z =0}, ) Es = {(z,y) € R? | 2y = 0},

(b) By ={(v,y,2) € R® |z +y + 32 =2}, (g Er={(x,y,2,t) € R* |z =0},

(©) Bs={(z,y,2) ER*|a+y—2z=a+y+2=0}, (h) Es={(z,9,2,t) € R* |z =y =2z = 4t},
(d) By = {(u,) € RN géométrique de raison 2}, (i) By ={P € R3[X]| P(1) = P(2) =0},

a b

(e) b5 = {(C d) € My(R) | a+d =0}, () Ew={P € R3(X]| P(1) = P'(1) = 0}.

Exercice 5. Soient E un espace vectoriel, puis /' et G deux sous-espaces vectoriels de ££2. Montrer que F'U G
est un sous-espace vectoriel de F si et seulementsi F' C Gou G C F.

Exercice 6. On considere les ensembles A = {(z,z,x) |z € R} et B={(0,y,2) | y,z € R}.
(a) Montrer que A et B sont des sous-espaces supplémentaires dans R

(b) Ecrire les vecteurs u = (1,2,1) et v = (2,3, —1) sous la forme a + baveca € Aetb € B.
(c) Faire de méme avec A = {(z,y,2) € R* | 20 +3y — 2 =0} et B = {(0,0,2) | z € R}.

Exercice 7. On considére les vecteurs de R* suivants : v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
vy = (0,0,0,1) etvs = (0, 1,0, 1). Les sous-espaces vectoriels suivants sont-ils supplémentaires dans R*?

(a) Vect(vy,v7) et Vect(vs), (c) Vect(vy,vs,v4) et Vect(ve, vs),
(b) Vect(vy,vs) et Vect(vy, vs), (d) Vect(vy,v4) et Vect(vs, vs).



Exercice 8. Soient £ = R;3[X|, FF = Ry[X]etG = {P € E | P(1) = P'(1) = 0}. Montrer que F et G sont
supplémentaires dans F. Déterminer la décomposition correspondante de X3, X2, X et 1.

Exercice 9. On considere les vecteurs de R* suivants : v; = (0,1, —2,1), vo = (1,0,2, —1), v3 = (3,2,2, —1),
vy = (0,0,1,0) etvs = (0,0,0, 1). Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.

(a) Vect(vy,va,v3) = Vect(vy, vs), (d) Vect(vy,vy) + Vect(vy, vs, v4) = R?,
(b) (1,1,0,0) € Vect(vy,v2) N Vect(vg, v3,v4), (e) Vect(vy,vs) est un supplémentaire
(c) Vect(vy,vy) N Vect(vs,vy) = {0}, de Vect(vy, vg, v3) dans R,

3 - FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES

Exercice 10. Trouver une famille génératrice des sous-espaces vectoriels suivants :

(@ F={(z,y,2) ER® |z +2y — 2 =0}, (¢c) H={(z,y,2,t) € R* |3z — 2y + 2 — 5t = 0},
b) G={(z,y,2) eR? |z +2y—2=y—2=0}, @) [={(z,y,2,t) eR* |20 —y=2+3t=0}.

Exercice 11. Les familles suivantes sont-elles libres dans R? ?

(@) ((17273)7(_17476))7 (c) ((1727_1)7<17071)7<_172>_3))7
(b) ((1,2,-1),(1,0,1),(0,0,1)), @ ((1,2,3),(4,5,6),(7.8,9)).

Exercice 12. Les familles suivantes sont-elles libres dans R¥ ?

(a) (a:r—>ex,xr—>62$), ) (z—3z—-5x—2x+3,x+—5x—T7),

(b) (a: — 1, cos, cos?, T — COS(2ZL‘)) , (d) (cos,sin,z +— xcosx,x — rsinw).

Exercice 13. On considére dans R les vecteurs u = (1,1,0), v = (4,1,4) etw = (2, —1, 4). Montrer que les
familles (u,v), (v, w) et (u,w) sont libres. La famille (u, v, w) est-elle libre ?

Exercice 14. Soient £ un R-espace vectoriel et (uq, ug, us, u4) une famille libre de vecteurs de E. Les familles
suivantes sont-elles libres ?

(a) (Ul, 2ug, U3), (c) (3u1 + ug, uz, Uz + U3),
(b) (uq,us), (d) (2uq + ug,uy — 3ug, ug, uz — uy).

Exercice 15. Comparer les sous-espaces de R* suivants : F' = Vect ((1,0,1,1), (=1, 2,3, —1), (=5, —3,1,5))
et G = Vect (=1, —1,1,—1), (4,1, 2, 4)).

Exercice 16. Les familles suivantes sont-elles des bases de R? 2

(@ ((1,-1, 0)7 (27 -1, 2)) ) () ((17 1,3), (374’ 5),(=2,5, 7)? (87 -1, 9)) )
() ((1,-1,0),(2,-1,2),(1,0,a)) ot a € R, @ ((1,1,a),(1,a,1),(a,1,1)) ot a € R.

Exercice 17. Déterminer une base des sous-espaces vectoriels suivants :

(@) E={P € CyX]|P(a) = P(b) =0} ©) G={(v,y,2,t) ER | +y+2z+1t=0},
ol (a,b) € C?, (d) H = S,(R),
(0) F={(uy) € R" |ty = 4tupy1 — 3u,}, ) I = A,(R).

Exercice 18. Soient v = (1,—1,2), v = (1,1,-1) et w = (—1,—5,—7). Soient F' = Vect(u,v,w) et
G = {(2,y,2) € R*| x +y + 2z = 0}. Donner une base de F, de G etde F N G.



