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Devoir surveillé n° 5
CORRIGE

Exercice 1.

1. (a) La fonction f est usuellement dérivable et:Vo € I, f'(x) =1 —62® > 0, donc f est croissante. De

plus,f(O)zOG[etf(%) 3

comme u; € [ :¥n € N, u,, € I. Donc (u,,) est bien définie.

€ I,donc f(I) C I.Lintervalle I est donc stable par f donc,

(b) On a vu que la fonction f est croissante sur I, et : Vo € I, f(x) —x = —22° < 0. La suite (u,) est
donc décroissante.

(c) La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, donc converge d’apres le théoréme de la limite mono-
tone. De plus : Va € I, f(z) = x < z = 0, c’est-a-dire que f admet 0 pour point fixe ; donc, comme
f est continue, (u,,) converge vers 0.

2. (a) Soitz #0:

1 L1 o9 1 oy
1 1
donc lim —m—— — — = 4.
20 (r —2x%)%2 22
1
(b) Ona:Vn e N, Up = 535 — — donc, comme v, — 0:v, — 4.
(un — 2u§l) un n——+00 n——+o00

1 n
3. (@ Ona:S,—(=— E (vx — ¢) donc, par inégalité triangulaire :
n
k=1

ysn—e\g%;\vk—a Z|vk—€]+ Z]vk—ﬂ

k p+1

n

1 M N o, — 0 n —
Notons M = max |vk—€\,onazﬁ Z \vk—ﬁ\:; Z %gM—ng,donc:

kep+1, n
[p-+1,n] k=p+1 k=p+1

1 p
Sp— I < — — 0+ M.
R B

/

(b) Ona:Ve >0, IN € N, Vn > N, |v, — (| §5.Soit5’>0,onprend5:%puisp:N,alors:

N
1
V>N, S, =6 < =) |o— 1] +e.
n
k=1

Z|vk — ¢ — 0, donc il existe N' € N tel que —Z|vk —/l| < e. Alors : Vn >

n—-+o0o
k=1

max([V, N) |Sy, — £ < 2e =€’ Donc (S,,) converge vers /.



1 1 1 1 1
4. Soitn € N*. Siv,, = 5 5 alors, par somme télescopique : S,,_1 = (—2 — —) Or, d’apres
Us g Up n—1\u, w

les questions précédentes : .S,,_; — 4 donc:

1 1
(_ _ _) ~ 4, donc, comme u,, — 0:

n—s+00 n—1\u2 wu ) notoo n—s+o0
1 1 1
— ~ ——=— ~ 4n-1) ~ dn,
u% n—+00 u% U1 n—+oo n—-+o00
J 1
onc u ~ .
" n——+oo 2\/5

Exercice 2.

1. (a) On a directement : P(r) = ar® + br + c. D’autre part, P'(X) = 2aX + b, donc P'(r) = 2ar + b.
Supposons que r soit une racine double de P, alors (on note que a # 0 car P est de degré 2) :

_ ar’+br+c¢ = 0 a4
P/(r) =0 donc b donc 0 Hdac 0, donc A = 0.
P'(r) 0 ro= —— 4a
2a
b2 b2 b b2 b\’
(b) Supposons A = 0. Alorsc = —,donc P = aX*4+bX+—=a [ X+ - X+ — | =a (X +—) .
4a 4a a 4a? 2a

Donc P admet ~ %4 pour racine double.
a

2. (a) Sip =0, alors P = X? + ¢ admet une racine double si et seulement si ¢ = 0, ¢’est-a-dire A = 0.
Sinon, on procede comme ci-dessus : soit 7 € C, supposons que 7 soit une racine double de (). Alors :

3q
2
Qir)y =0 B4pr+q¢ = 0 r(r'+p) = —q r o= o)
P
{ Qr) = 0 donc 32 4 p 0 donc 2 _g donc 2 N
3
9 2
donc 24 _ —]—), donc 27¢* = —4p?, donc A = 0.
4p? 3
3
Réciproquement, supposons A = (. Prenons alors r = —2—q, d’apres les calculs ci-dessus : Q(r) =
P

Q'(r) = 0, donc r est racine double de Q.
Donc () admet une racine double si et seulement si A = 0.

(b) On suppose A = 0.
Sip=0,onavuque @ = X?, donc @ a0 pour racine triple et est déja sous forme factorisée.
Sig=0,alors Q = X® + pX = X(X? + p) admet une racine double si et seulement si p = 0, et on
est ramené au cas précédent.

3
Sinon, on a vu que () admet ry = _2_q comme racine double. Notons 7, la troisieme racine complexe
P
3
de (), alors d’apres les relations coefficients-racines : 2rg +r; = 0, donc r; = —2ry = _q' On adonc:
3q 2 3q
Q=X>+pX+q= (X+—> (X——).
2p p

3. (a) 1. Laformule de Taylor appliquée a P en « s’écrit :

PO (x — a4 PO (x ) 1 P(a)(X = ) + Pla).

pP—
3! 2




ii. Soit o € C. D’apres la formule ci-dessus :

P® )24
P(X +a)= 3'(a)X3 - Q(OOX2 + P'(a)X + P(a),
et donc :
b
a = ——
P'(a) = 0 P;(Ccly)
PX+a)=a(X?+pX+q) << Pla) = ap & p =
P(CY) = aq P(LO[)
q =
a
. . 12 . / 2
(b) Avec les notations ci-dessus : o = _3><—(4) = 1, puis, comme P’ = 12X° — 24X — 15, p =
P'(1 27 P(1 27 3 3 4p?
i ) = —Zetq: % = Z.DoncA = 0, et donc ry = —ZZ = §etr1 = —% = —3. Les
5
racines de P sont alors 7o + « = —etr; + o« = —2, donc :

2

P:4<X—g>2(X+2).

Exercice 3.

1.

1
. Comme f est 1-périodique : Vn € N, f (5) =f (— —|—n) =f <

Soit k € N. Comme f est 1-périodique : Vn € N, f(k) = f(n). Or,en prenantz = 1: f(n) — 0, donc

n—-+00
par passage a la limite : f(k) = 0.
1 2n+1

2

5 ) Notons, pour tout n dans N,

Uy, = f (5) On sait (avec x = 5) que la suite (u,,) converge vers 0, donc sa sous-suite (uz,1) également.

1
Donc, par passage a la limite, f (5) = 0.

Plus généralement, soit r € (Q, notons r = b oupeZetqeN.Ona:VneN, f(r)=f <]—9 + n) =
q q

1
f <qn +p ) Notons, pour tout n dans N, u,, = f <E> On sait (avec © = —) que la suite (u,) converge
q q 9

vers 0, donc sa sous-suite (uy,+,) également. Donc, par passage a la limite, f (r) = 0.

. Soit x € R. Soit (z,,) une suite de rationnels convergente vers x (cette suite existe car Q est dense dans R).

D’apres la question précédente : Vn € N, f(z,) = 0 donc, comme f est continue, par passage a la limite :
f(z) = 0. Donc f est la fonction nulle.

Probléme.

I. 1. La fonction cotan est définie lorsque sin ne s’annule pas, c¢’est-a-dire sur D = R \ 7Z. Comme
cotan est le quotient de cos par sin, fonctions usuellement continues sur R, cotan est continue sur

tout intervalle de D.
: . L . , — sin? — cos?
2. La fonction cotan est de méme dérivable en tout point de D, avec : cotan’ = —————— =
S1n

—— < 0, donc cotan est strictement décroissante sur tout intervalle de D.
sin



3. On a vu que cotan est strictement décroissante sur |0, 7[. De plus, cotan est continue sur |0, 7[ donc,

d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires : cotan(]0, 7[) = | lim cotan(z), lim+ cotan(z)| =
=T x—0
| — 00, +00[. Donc, d’apres le théoréme de la bijection monotone, cotan réalise une bijection de |0, 7|
dans R.
II. 1. 1 Ona:

il.

1il.

11.

1il.

1v.

e =X+ (X-1'=2
e Q= (X+1)"— (X —-1)?=4X,
e Q3= (X+1P>—(X-1P>=6X"+2.
D’apres la formule du bindme de Newton, ona: (X+1)" = X"+nX" '+ (termes de plus bas degré)

et (X—1)" = X"—nX" 4 (termes de plus bas degré), donc @,, = 2n. X" '+ (termes de plus bas degré)
Donc @, est de degré n — 1, et de coefficient dominant 2n.

. 2
Soit z € C, et notons w = e'» :

Qn(z) =0 & +D)"=0E-1)" & z+1=(z-1)"

ke[0,n—1]
-2k -k k
1+ wk 1+en en +e ' Ccos (’%) ) T
= F=T . Skn . kx T = gy — —tcotan | — ).
keltn—1] l—w 1—¢e"n en —e 'n 781N (7) n

Q). a donc (n — 1) racines complexes distinctes. Comme (),, est de degré n — 1, ce sont toutes
ses racines, et elles sont simples.

i. Ona:

3 3
SO HESESE
5 5 5\ s ,
« o= () () X+ ()X =X+ 10X 41,

o P, — <g> + <;>X+ <1>X2+ (g))@’ = 7X% 4 35X% 4+ 21X + 1,

D’apres la formule du bindme de Newton :

Qo (X)) = (X +1) — (X — 1)
2n+1 2n+1
_ 2n + 1 k 2TL + 1 k Intl—k
B Z(k)X_Z(k>X<—1)
k=0 k=0
— — (2n+ 1) o
k::_Qk’ 2%( 2k’ )X
= 2P,(X?)

i 2
D’apres le calcul des racines de (), les racines de P, sont les — (cotan (2 j_ 1)) pour
n

k € [1,2n]. Par parité de z + 2” et par symétrie de la courbe de cotan par rapport au point
(g, 0), on prend en fait k € [1,n].

P,, a donc n racines distinctes. Comme P, est de degré n, ces racines sont simples.

2n+1

(2(77,—1)) .

D’apres les relations coefficients-racines, la somme des racines de P, est égale a — (2n +1)
2n

~n(2n—1)

3 . On trouve bien la formule voulue.



)

III. 1. Les fonctions sin et tan sont respectivement concave et convexe sur }O, 5 [, et admettent la droite
d’équation y = x pour tangente en 0, d’ou les inégalités voulues.

7T[ 1 1 1

1T 9/ N <= T 9, N\ d :
"2 tan?(z) — 2? ~ sin®(x) one

2. D’apres les inégalités précédentes : Va € ]O

1 sin? :
cotan®(z) < — < i (x) _; cos™(z) = 1+ cotan?(x).
x? sin®(z)
3. Soitn € N*, puis k € [1,n] et km
. Soitn , pui ,n]etxr = :
P 2n+1
km (2n +1)2 km
2 2
cotan <2n+1) < EyTra < 1+ cotan ma1)
donc par somme :
_ 2 _
n(2n —1) < (2n+1) S <nt n(2n 1)’
3 2 3
puis :

_ 2 _ 2
n(2n—1)7* <5, < n +n(2n 1)7r_.
n+123 =" (2n+12 " @n+123

n n(2n — 1) 2n? 1 n(2n —1) 1
4. Ona: —— Oet: ——= ~ — =, P — —.
na (2n + 1)2 njoo ¢ (2n + 1)2 n—-+o0o 4n2 2 ¢ (2n + 1)2 n:)oo 2

Finalement, par encadrement :

7.‘,2

S, — —.

n—-+4o0o



