PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE POUR LE 11 MARS 2024

Devoir a la maison n° 10

Exercice 1. On souhaite déterminer I’ensemble £ des fonctions f : R — R dérivables telles que :

Ve,y e R, flx+y) (1= f(2)f(y) = flz)+ fy).

1. Calculer f(0).
f'()

!/
= f(0).
3. Montrer qu’il existe a,b € R tels que : Vo € R, arctan(f(z)) = ax + b.

2. Montrer que : Vx € R,

4. En déduire que f est constante. Conclure.

Exercice 2. En 1525, le célebre peintre Albrecht Diirer décrit, dans son ouvrage Underweysung der
Messung (Instructions pour la mesure), une méthode de dessin d’ceuf :

Je me propose maintenant d’enseigner la construction d’une ligne qui ressemble a un
ceuf bien fait. Procéde comme suit. Trace une droite horizontale qui commence en a et
se termine en b. Divise-la a 1’aide de 9 points en 10 segments égaux. Prends alors un

o
al .Die! .)0.6lel
Damadynym cin sivckel fess mtbﬂndnﬁtﬁmmm m%mmo&%?ﬁuﬁ“

mitdem andermt fisf in dens punckeen. 3.ond veif ein ganse runde ini/duveh den punckeen.
mmbmm@enmblfbamcf)fmtvnsircfdnﬁtbcmmmﬁnﬁlmbmpmdtm.&mnbmz
Dem anderrt i inden puncleen. 3/ vondann veif vund videvfich herady Damach fes den sivekel mie
bcmcvnginﬁinbmptmrftm.a/mnbmitbtmanbcmmbmwncfm.zmbxeiﬁaudpmbam

Berab/wodaii dic swen vundert rf fich feblicffen/da fes epn.c. Darmach reif onder der 3ivs
cbellini eyn 3werch barling gegen der bern.a.b.ond wodife swwerch ling von den langen vunden viffen
durchfi 1ixde/in die felben punceeen e drder demt punckten. 3.ein.c. ond derdem puncted
~.¢ind Oamadyreif ein auffrecht lini ang dem puncten. 5-in den winckel.c. Bnd wo fie die s1verch
lini.c.o/durchfelneit/da fes iolbamdn{\eylm5iuf¢ltmmmirdm.;.mb.;o.mitmmpmm

in Dev mite von epnander), teil das ander trum siifchent.jo.ond. 7. anch mit cym punctes
[m.gmmmm I‘Bnnbbmmmmmfdlmitw: ﬁlﬁlmbmpun‘g:m.ﬁmb
Denandemindan .mnﬁmm/mmaﬁ:ﬂm.eﬁmmm

ivcEelmitdem Dicander fenten in den puncEen.g.ond dent andern in den punclten.c. o
mmmu‘?uﬁ&%mwmmmm d)%qﬁnaﬂw eDafes eir

compas, pose une de ses pointes sur le point 5 au milieu de la droite, I’autre sur le point
3 et décris un cercle complet passant par le point 7 et situé de part et d’autre de la droite.
Pose ensuite ’'une des pointes du compas sur le point b, I’autre sur le point 3 et décris un
arc de cercle vers le bas. Puis, pose une des pointes sur le point a, 1’autre sur le point 7 et
décris de 1a un arc de cercle vers le bas. Inscris la lettre e 1a ou les deux arcs se croisent.
Puis, trace en dessous du cercle une ligne horizontale paralléle a la droite ab au-dessus
et désigne ses points d’intersection avec les arcs de cercle longs par des lettres, ¢ le point
situé en dessous de 3, d en dessous de 7. Puis, trace une droite verticale du point 5 vers
I’angle e. Désigne par 10 le point ou elle coupe la ligne horizontale cd. Puis, divise
Iarc de cercle situé entre 3 et 10 par un point f en son milieu. Puis, divise le second
arc, entre 7 et 10, par un point g en deux parties égales. Puis, pose une pointe du compas
sur le point f et I"autre sur le point d et décris vers le bas un arc de cercle coupant la
verticale 5e. Puis, pose une pointe du compas sur le point g de I’autre c6té, la seconde
pose-la sur le point ¢ et décris vers le bas un arc de cercle. Marque un h au point o les
deux arcs se croisent sur la verticale 5e. Puis, divise A10 par un point ¢ en deux parties
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égales. Pose une pointe du compas sur ce point ¢, I’autre sur la circonférence ch sur le
point le plus proche que tu puisses atteindre. Et décris un arc de cercle jusqu’a I’autre
arc hd. L’ove est ainsi construit.

trad. Jeanne Peiffer, 1995.

. Faire un dessin.

. Afin de modéliser la situation, on munit la figure d’un repere orthonormé d’axe des abscisses (5e).
Dans ce repere, le point a a donc pour coordonnées (0, —5) et le point b (0, 5). De plus, on appelle j
le symétrique du point 10 par rapport au point 5.

On note alors y = fi(x) I’équation cartésienne de la courbe j7, et y = fo(x) celle de la courbe 7d.
Déterminer f; et fo. En déduire les coordonnées (x4, y4) du point d.

. En 1891, Hermann Staigmiiller remarque que I’ceuf de Diirer n’est pas lisse au point d. Il propose
alors de remplacer le point f par un autre point f’ de I’arc de cercle 3 — 10. On note @ .

(a) Ecrire les coordonnées (2,4') de f’ en fonction de 6. En déduire 1’équation y = fs(x) de la
courbe dh en fonction de 2, 1/, 4, yq.

(b) Montrer que I’ceuf est de classe C'* en d lorsque 2 cos 8 + 3v/5sinf = 5.

(c) Résoudre cette équation, et déterminer # en degrés au centiéme pres.

. Refaire un dessin avec ce nouveau point f’.



