
PCSI 2 - LYCÉE BELLEVUE POUR LE 11 MARS 2024

Devoir à la maison n◦ 10

Exercice 1. On souhaite déterminer l’ensemble E des fonctions f : R → R dérivables telles que :

∀x, y ∈ R, f(x+ y) (1− f(x)f(y)) = f(x) + f(y).

1. Calculer f(0).

2. Montrer que : ∀x ∈ R,
f ′(x)

1 + f(x)2
= f ′(0).

3. Montrer qu’il existe a, b ∈ R tels que : ∀x ∈ R, arctan(f(x)) = ax+ b.
4. En déduire que f est constante. Conclure.

Exercice 2. En 1525, le célèbre peintre Albrecht Dürer décrit, dans son ouvrage Underweysung der
Messung (Instructions pour la mesure), une méthode de dessin d’œuf :

Je me propose maintenant d’enseigner la construction d’une ligne qui ressemble à un
œuf bien fait. Procède comme suit. Trace une droite horizontale qui commence en a et
se termine en b. Divise-la à l’aide de 9 points en 10 segments égaux. Prends alors un
compas, pose une de ses pointes sur le point 5 au milieu de la droite, l’autre sur le point
3 et décris un cercle complet passant par le point 7 et situé de part et d’autre de la droite.
Pose ensuite l’une des pointes du compas sur le point b, l’autre sur le point 3 et décris un
arc de cercle vers le bas. Puis, pose une des pointes sur le point a, l’autre sur le point 7 et
décris de là un arc de cercle vers le bas. Inscris la lettre e là où les deux arcs se croisent.
Puis, trace en dessous du cercle une ligne horizontale parallèle à la droite ab au-dessus
et désigne ses points d’intersection avec les arcs de cercle longs par des lettres, c le point
situé en dessous de 3, d en dessous de 7. Puis, trace une droite verticale du point 5 vers
l’angle e. Désigne par 10 le point où elle coupe la ligne horizontale cd. Puis, divise
l’arc de cercle situé entre 3 et 10 par un point f en son milieu. Puis, divise le second
arc, entre 7 et 10, par un point g en deux parties égales. Puis, pose une pointe du compas
sur le point f et l’autre sur le point d et décris vers le bas un arc de cercle coupant la
verticale 5e. Puis, pose une pointe du compas sur le point g de l’autre côté, la seconde
pose-la sur le point c et décris vers le bas un arc de cercle. Marque un h au point où les
deux arcs se croisent sur la verticale 5e. Puis, divise h10 par un point i en deux parties
égales. Pose une pointe du compas sur ce point i, l’autre sur la circonférence ch sur le
point le plus proche que tu puisses atteindre. Et décris un arc de cercle jusqu’à l’autre
arc hd. L’ove est ainsi construit.

trad. Jeanne Peiffer, 1995.

1. Faire un dessin.
2. Afin de modéliser la situation, on munit la figure d’un repère orthonormé d’axe des abscisses (5e).

Dans ce repère, le point a a donc pour coordonnées (0,−5) et le point b (0, 5). De plus, on appelle j
le symétrique du point 10 par rapport au point 5.
On note alors y = f1(x) l’équation cartésienne de la courbe j7, et y = f2(x) celle de la courbe 7d.
Déterminer f1 et f2. En déduire les coordonnées (xd, yd) du point d.

3. En 1891, Hermann Staigmüller remarque que l’œuf de Dürer n’est pas lisse au point d. Il propose
alors de remplacer le point f par un autre point f ′ de l’arc de cercle 3− 10. On note θ = â5f ′.
(a) Écrire les coordonnées (x′, y′) de f ′ en fonction de θ. En déduire l’équation y = f3(x) de la

courbe dh en fonction de x′, y′, xd, yd.
(b) Montrer que l’œuf est de classe C1 en d lorsque 2 cos θ + 3

√
5 sin θ = 5.

(c) Résoudre cette équation, et déterminer θ en degrés au centième près.
4. Refaire un dessin avec ce nouveau point f ′.


