PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 10
CORRIGE

Exercice 1.
1. Eny=0:Vz € R, f(x)(1— f(z)f(0)) = f(z) + £(0), donc f(0)(1 + f(z))* = 0, donc f(0) = 0.
2. En dérivant par rapport a y, on a :

Vo, y €R, f(x+y)(1 - f@)fy) — fx+y)f(@)f(y) = fy),

puis,eny =0 :

vz €R, f'(z) — f(2)"f(0) = f(0),
f'(@)

!
_ = 0 .
1+ f(x)? 110)
3. Onpose a = f'(0). Par primitivation de 1’égalité ci-dessus : 3b € R, Vz € R, arctan(f(z)) = ax+0.

4. Supposons a # 0, alors ax + b —+> 400, ce qui est absurde puisque la fonction arctan est bornée.
T—r+00

Donc a = 0, donc f est constante. Donc, comme f(0) = 0, f est la fonction nulle.
Réciproquement, la fonction nulle est bien solution, donc E est le singleton fonction nulle.

c’est-a-dire : Vz € R,

Exercice 2.
1.
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Albrecht Diirer, Underweysung der Messung, 1525.



2. Lacourbe j7 est un arc du cercle d’équation 2 +y? = 22, donc f; : « — V4 — 22, définie sur [—2,0].
De méme, la courbe 7d est un arc du cercle d’équation 2° + (y + 5)* = 7%, donc fo :  — —5 +
V49 — 22, définie sur [0, 2]. En particulier, f5(2) = —5 + V45 = 3v/5 — 5, donc le point d a pour
coordonnées (24, y4) = (2,3v/5 — 5).

3. (a) Le point f’ appartient au cercle de centre 5 et de rayon 2, donc a pour coordonnées (z',3') =

(2sin @, —2 cos f). La courbe dh est alors un arc du cercle d’équation :

(@ =2+ (y—y) =df* = (wa—2)" + (ya— )",

donc fs: x>y +\/df2 — (z — 2/)%
(b) L’ceuf est continu par construction, et f; et f3 sont usuellement dérivables. D’apres le théoréme
de la limite de la dérivée, 1’ ceuf est alors de classe C* en d si et seulement si f5(2) = f4(2). Or :

T x—a
P ——— et flize— —
f2 f3 \/dfa—(]}d—{,{,’/)Q’

V49 — 22

donc :
2 2 —2sind

_3\/3:_3\/_—5+20080
& 3v5(1 —sinf) = 3v5 — 5+ 2cos b
& 2cosf +3V5sinf = 5.

2(2) = f5(2)

2
(c) Ona: (3v/5)% + 22 = 49 = 72. Notons v = arcsin (?) , alors :

5
2cosf + 3v5sinf =5 = sinacos@—i—cosasinQ:?

& sin(a+6) = >

. (5
& o+ 6 = arcsin (?)

oelo.z]

2
& 6 = arcsin <g> — arcsin (?> ~ 28,98°.
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