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Exercice 1.
1. Soient u = (x1, y1, z1) et v = (x2, y2, z2) dans R3 et λ, µ dans R. Alors :

f(λu+ µv) =
1

3
(2(λx1 + µx2)− (λy1 + µy2)− (λz1 + µz2),

−(λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2)− (λz1 + µz2),
−(λx1 + µx2)− (λy1 + µy2) + 2(λz1 + µz2))

=
1

3
(λ(2x1 − y1 − z1) + µ(2x2 − y2 − z2),

λ(−x1 + 2y1 − z1) + µ(−x2 + 2y2 − z2),
λ(−x1 − y1 + 2z1) + µ(−x2 − y2 + 2z2))

= λ
1

3
(2x1 − y1 − z1,−x1 + 2y1 − z1,−x1 − y1 + 2z1)

+µ
1

3
(2x2 − y2 − z2,−x2 + 2y2 − z2,−x2 − y2 + 2z2)

= λf(u) + µf(v),

donc f est linéaire.
2. Soit u = (x, y, z) ∈ R3. Alors :

f(u) = 0R3 ⇔


2x− y − z = 0

−x+ 2y − z = 0
−x− y + 2z = 0

⇔
{

x− y = 0
y − z = 0

⇔ u = (x, x, x) = x(1, 1, 1),

donc Ker(f) = Vect ((1, 1, 1)).
De plus, en notant (e1, e2, e3) la base canonique de R3 :

Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(e3))
= Vect ((2,−1,−1), (−1, 2,−1), (−1,−1, 2))
= Vect ((2,−1,−1), (−1, 2,−1)) car f(e1) + f(e2) + f(e3) = 0R3 .

3. D’après la question 2., le noyau de f est une droite de R3, donc f n’est pas injective, et son image est
un plan de R3, donc f n’est pas surjective. Donc f n’est pas bijective, donc f /∈ GL(R3).

4. Soit u = (x, y, z) ∈ R3. Alors :

f ◦ f(u) = f

(
1

3
(2x− y − z,−x+ 2y − z,−x− y + 2z)

)
=

1

3
f

2x− y − z︸ ︷︷ ︸
X

,−x+ 2y − z︸ ︷︷ ︸
Y

,−x− y + 2z︸ ︷︷ ︸
Z


=

1

3
× 1

3
(2X − Y − Z,−X + 2Y − Z,−X − Y + 2Z)

=
1

9
(6x− 3y − 3z,−3x+ 6y − 3z,−3x− 3y + 6z)

= f(u),

donc f ◦f = f . Donc f est le projecteur sur le plan F = Im(f) parallèlement à la droite G = Ker(f).



Exercice 2.
1. La fonction f est le produit de x 7→ e−x, fonction définie et C∞ sur R par x 7→ ln(1 + ax), fonction

définie et C∞ sur
]
−1

a
,+∞

[
si a > 0, sur

]
−∞,−1

a

[
si a < 0. Donc D =

]
−1

a
,+∞

[
si a > 0,]

−∞,−1

a

[
si a < 0. Dans tous les cas, f est donc de classe C∞ en 0.

2. Comme ax −→
x→0

0, on peut écrire : ∀x ∈ D,

f(x) = e−x ln(1 + ax)

=

(
1− x+

x2

2
− x3

6
+ o

x→0
(x3)

)(
ax− a2x2

2
+

a3x3

3
+ o

x→0

(
(ax)3

))
= ax− a

(
1 +

a

2

)
x2 + a

(
1

2
+

a

2
+

a2

3

)
x3 + o

x→0
(x3).

3. Comme f est C∞ en 0, on a d’après la formule de Taylor-Young et le développement limité ci-dessus :
f ′′(0) = 0 ⇔ a

(
1 +

a

2

)
= 0 ⇔ a = 0 ou a = −2, et

f (3)(0) = 6a

(
1

2
+

a

2
+

a2

3

)
= a(3 + 3a+ 2a2), donc f (3)(0) = 0 si a = 0, = −10 si a = −2.

Donc 0 est un point d’inflexion de f si et seulement si a = −2.
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