PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE

Exercice 1.

MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 11
CORRIGE

1. Soient u = (1,41, 21) et v = (T2, Y2, 22) dans R® et \, yu dans R. Alors :

f(Au+ po)

donc f est linéaire.

1

3 QO+ pee) = (g + pye) = (Ao + pza),
—()\xl + IU$2) + 2()\y1 + uyg) - ()\Zl + ,MZQ),

X —(Az1 + pxa) — (Ayr + py2) + 2(A21 + p22))

3 (A2z1 —y1 — 21) + p(229 — Yo — 22),
)\(—xl + 2y1 — Zl) + M(—IQ + 2y2 — ZQ),
i‘(_% — Y1+ 221) + p(—22 — Yo + 222))

A -y — 2, o+ 20 — 2, 2 — Y+ 22)

+M g (21‘2 — Yo — 29, —T2 + 2y2 — Z9,—X2 — Y2 + 222)
Af(u) + pf(v),

2. Soitu = (z,y,2) € R®. Alors :

20 —y—2z =
fu) =0rs & ¢ —x+2y—=z
—r—y+2z =

Il
coco
oo

@{i:g i sSu=(r,r,x)=2(1,1,1),

donc Ker(f) = Vect ((1,1,1)).
De plus, en notant (e;, 5, e3) la base canonique de R? :

Im(f) = Vect(f(e1), fe2), f(e3))
= Vect((2,—-1,-1),(—1,2,-1),(-1,-1,2))
= Vect ((2,-1,-1),(=1,2,-1)) car f(e1) + f(e2) + f(e3) = Oga.

3. D’apres la question 2., le noyau de f est une droite de R®, donc f n’est pas injective, et son image est
un plan de R?, donc f n’est pas surjective. Donc f n’est pas bijective, donc f ¢ G'L(R?).

4. Soitu = (z,y,2) € R®. Alors :

fof(u)

1
f(5(2x—y—z,—x+2y—z,—x—y—i—2z)>

fl2c—y—2z,—ax+2y—2z,—x—y+2z

X Y Z

XS (2X =Y~ Z-X+2Y ~Z-X Y +22)

5(633 — 3y — 3z,—3x + 6y — 3z, —3x — 3y + 62)
fw),

o = WO

donc fo f = f.Donc f est le projecteur sur le plan F' = Im( f) parallelement a la droite G = Ker(f).



Exercice 2.
1. La fonction f est le produit de z — e, fonction définie et C*° sur R par = — In(1 + ax), fonction

1 1 1
définie et C* sur}——,+oo{sia> 0, sur]—oo,——{sia< 0. Donc D :}——,+oo[sia> 0,
a a a

1
} —00, —— [ si a < 0. Dans tous les cas, f est donc de classe C™ en 0.
a

2. Comme ax 2 0, on peut écrire : Vx € D,
T—

f(z) = e *In(l+ ax)

2" 3 2,2 3.3
= (1—x+%—%+zgo(x3)> <am—a2x +a§c + o ((ax)3)>

z—0

— are AV RSN 3
= ax a<1+2>:£ +a<2+2+3)x +mgo(x).

3. Comme f est C"° en 0, on a d’apres la formule de Taylor-Young et le développement limité ci-dessus :
f”(O)zO@a(leg) — 0o a=0oua=—2et

1 2
£3(0) = 6a <§ + % + % = a(3 + 3a + 24?), donc f3(0) =0sia =0, = —10sia = —2.
Donc 0 est un point d’inflexion de f si et seulement si a = —2.
y 1
T
oN &
i y=—2x
'y = f(z)




