PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 5 AVRIL 2024

Devoir surveillé n° 6
CORRIGE

Exercice 1.

1. Les fonctions f, g et h sont polynomiales, donc usuellement de classe C*° sur R.
2. On adirectement : V5 € N, Vx € R,

o ¢V (z) = —(x — 1) si j < n, 0sinon,

o h0(z) = : '(g; +1)" 7 sij < n,0sinon

(n—j)!
3. Soit k dans [0,n]. Ona f = gh, donc d’apres la formule de Leibniz :

k k
VeeR, fW® (z) = Z (k) g(j)(x)h(k‘j)(x) = Z (k> (L"(x — 1) (n _Z!Jrj)! (z 4+ 1)+,

=\ = \i/ (n—=1J)

4. D’apres la formule ci-dessus : Vk € [0,n — 1], fr(—1) = fi(1) = 0.

5. Notons, pour tout k dans [0, 7], Py, I’assertion < f*) s’annule au moins & fois sur | — 1,1[ ».
P, est trivialement vérifiée.
Soit k& dans [0, n — 1], supposons Py, vérifiée.

Soient ay, . . ., a;, des zéros distincts de f*) sur] — 1, 1[. Comme :
f(’“)(—l) _ f(’“)(al) - .. = f(k)(ak) — f(k)(1)7
il existe d’apres le théoreme de Rolle ¢y € | — 1, a4], ¢1 € Jay, as,..., ¢ € Jag, 1] tels que :

Vi€ [0,k], f*(c;) = (f¥)(¢;) = o0.

Donc Py est vérifiée.
Par récurrence, Py est donc vérifiée pour tout &k dans [0, n].

6. D’apres la question précédente, P™ admet n racines distinctes dans | —1,1][.
Or P est de degré 2n, donc P™ est de degré n, donc admet au plus n racines réelles.
Donc P est scindé a racines simples sur R, et toutes ses racines sont dans | — 1, 1],

Exercice 2.
1. (a) Soientu = (x1,y;,21) et v = (22, 1s, 22) dans R* et \, ;1 dans R, alors :
fOu+pv) = 2y + py2) — 2(Az21 + pz2), (Azy + paz) + (Ayr + py2) — 2(A21 + pze),
(A1 + pza) — (Ayr + py2))

= M2y — 2z, 210 + 1 — 221,710 — 1) + (202 — 222, 02 + Y2 — 222, T2 — Y2)
= AM(u)+pf(v),

donc f est compatible avec la combinaison linéaire. Donc f est une application linéaire.



(b) Soitu = (z,y,2) € R*.Ona:

20—2z = 0 R
ueKer(f)eQ z4+y—22 = 0 @{i B s su= (222 =z-(1,1,1),
r—y = 0 N

donc Ker(f) = Vect ((1,1,1)). Ker(f) est donc une droite de R*; comme Ker(f) # {Ogs}, f n’est
pas injective, donc n’est pas bijective.

Deplus, f(u) = z-(0,1, 1)+y-(2,1,—1)+2-(—2,—2,0),donc Im(f) = Vect((0,1,1), (2,1, -1), (-2, —2,0)).

uq U us
Comme u; + up + ug = Ogs, on peut simplifier : Im(f) = Vect (uy, uz). Comme u; et us sont non
colinéaires, Im(f) est un plan de R®. Donc f n’est pas surjective.

(c) Notons v = (1,1,1). Montrons que (u;, us,v) est une famille libre : soient A\, Ao, A3 € R tels que
)\1161 -+ )\2u2 —+ )\3?] = OR:}. Alors :

20+ X3 = 0 A3 = 0
M+A+A3 = 0 donc AM+A3 = 0 donc Ay =Xy =XA3=0.
M—Aot Ay = 0 el Ay = 0

donc (uq,ug, v) est libre, donc Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. De plus, les vecteurs uy, uy et
v sont non coplanaires, donc (u;, uy, v) engendrent R®. Donc Ker(f) + Im(f) = R®.
Donc Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R®.

(d) Soitu = (z,y,2) € R*.Ona:

2)\2—|—)\3 = X
)\1"‘)\2"—)\3 = vy
)\1—)\2—|—)\3 = Z
2)\24’/\3 = T

)
z

& {)\1+)\2+/\3

U = AUy + Ao + A3v =4

Ls<L3—Lo 2)\ o
— 2 —

-y
A3 = x—y+z
= )\14‘)\3 = %y—l—%z
Ay = %y—Qz
A3 = x—y+z2
& A= —x—l—%y—%z ,
Ao = 3y—32

donc
3 1 1

1
u = (—x+§y—§z>u1+(ﬁy—§z>u2—|—(m—y+z)v
= Sy—z,—x—i—Zy—z,—x—i—yZ—i—\(m—y—i—z,m—y—i—z,m—y—i—zz,

-~

eIm(f) €Ker(f)

donc p(z,y,2) = (y — 2, —2 + 2y — z,—x +y).
(a) Soitu = (r,y,2) € R*.Ona:
FPl) = fly—2z2+y—220—y
—— —

X Y z
— QY 22, X+Y —22,X — V)
= (dy —4z,—x+5y —4z,—x +y),



puis

flu)y = flay—4z,—x+5y—4z,—x +y

X
= QY —2Z,X+Y —2Z,X-Y)
= By —8z,x+Ty—8z,z —vy),

donc :
(fP—fF=2f)(v) = By—8z,x+Ty—8z,0—vy)— (dy — 4z, —x + 5y — 42, —x +y)
—22y —2z,x+y—2z,x —y)
= (0,0,0),
d’ou f2 — f2 —2f =0.
(b) Ona f3 = f242f, puis f* = f> 4+ 2f* = 3f* + 2f, donc :

gog = (P o+ ) hoh = %UQ—ZﬂoLP—2ﬁ

— %(f4+2f3_’_f2) — §(f4_4f3+4f2)
1

= 35 (6/°+6/) = 5 (372 —6f)

= 9, = ha

donc g et h sont des projecteurs, et :
fog = S(7°+ /) foh = %U3—2F)

= 6(2f2+2f) = g(—f2+2f)
= 2g, = —h.

1 1
(c) Ona:2g—h = g(f2 +f)— §(f2 — 2f) = f, donc I’égalité voulue est vraie au rang 1. Soit n > 1,
supposons-la vraie au rang n. Alors, d’apres les identités ci-dessus :

=2 o g+ (<1 foh =2 g 4 (~1)

donc 1I’égalité est vraie au rang n + 1. Par récurrence, elle est donc vraie pour tout n > 1.
Soientn > letu = (z,y,2) € R?, on a donc :

fiu) = 2"glu) + (=1)"h(u)

+ (=1
R
2n71 —1)
= %(4y—4z,—x+5y—4z,—x+y)
on—l _2(—1)"
+ 3( )(Qy—2z,:v+y—2z,x—y)

= 2"y —2"2,—(-1)"z+ 2"+ (-D)")y — 2"z, —(=1)"z + (—=1)"y).



Exercice 3.

1
1. 0] 11 t:——— =1— 3, et:
(a) On a usuellemen ST y+yt—y +ygo(y) e

donc :
1 5 7 17 3

9y) =5 - 9+3¥ — 6

(b) On applique la formule de Taylor-Lagrange a g a I’ordre 1 entre O et 0, 1, ce qui est licite puisque g est
usuellement C*° sur [0; 0, 1], donc est en particulier C"* sur [0; 0, 1] et deux fois dérivable sur ]0; 0, 1.

Il existe donc ¢ € |0; 0, 1] tel que :

1 5 012
0,1)=-——-x0,1 " —_.
7 //O 7
Or ¢” est positive et décroissante sur [0; 0, 1], donc g 2(|C) ‘ <9 2(| ) _ 3 Donc :
1 5 7
g(0,1) == —>x0,1=0,375 a- x0,1*> <102 pres.
2 4 8
2. Onposey=x+1.0nay — 0, donc:
z——1
1 1
TN 1,1, 1
fla) =yt
N L+ yg(y)
- Y
L+3+ 0 ®)
= y(1-2+ o (v)
2 y—0
2
_ 7 2
= y-3 +ygo(y)2
(x+1)
= @+)-——F—+ o ((z+1)%)

3. La fonction f est usuellement dérivable sur | — 1, 1], avec :

1 1 1
veel-1,1, f'(z)=— - — < 0.
z €] R AC) (=12 (z+1)2 (z+2)?
Donc f est strictement décroissante sur | — 1, 1[. De plus, f est continue donc, d’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires : f(] — 1,1[) = ] lim f(x), lim+ f(z) [ =R.
z—1- z——1
Donc, d’apres le théoreme de la bijection monotone, f est bijective de | — 1, 1] dans R.

4. Ona: f(z) —, oo D’apres la question 2, on adonc : Va € | — 1, 1],
T——

= w0t f<> (ﬁ)

_|_
= ayta(r+1)— ( +1) —|—a2(95+1)2+3H071((I+1)2)
+1>+( ~ )@+ o (1)),

v = f (f(iv))

= Qo —|—CL1(I



donc, par identification : a; = 1 ,c’est-a-dire : ai

a+1 = 0 ag = —1
.On adonc:

[y [apy—

QQ_% = 0 Az =

fz ):—1+1+L+ ) (%)

2x2  z—too \ T

Probléme.

I 1.

4.

La fonction f est définie lorsque z est non nul et 1 + = + 2> > 0. Or le trindme 1 + = + 2% a pour
discriminant 1> — 4 = —3 < O et pour coefficient dominant 1 > 0, donc : Vx € R, 1 4+ 2z + 2 > 0.
Donc f a pour domaine de définition R*.

La fonction f est dérivable lorsque z est non nul et 1 + z + 2® > 0. D’aprés I’étude ci-dessus, f a
donc pour domaine de dérivabilit¢ R*. On a :

1

1 . 1 1+ 22 ez
Ve e R*, f(z)=——esV1+ax+a2+er = 223 — 2% =22 —2).
f(w) x? 21 4z + 22 2x2\/1+m+x2( )

.Onposeqg:z+s 22> —2>—20—2.Le signe de f’ est donc celui de g. La fonction g est usuellement

dérivable sur R, avec : Vo € R, ¢/(7) = 62> — 22 — 2 = 2(32* — 2 — 1). Ce dernier trindme a pour

1++/13

discriminant (—1)? 44 x 3 = 13 > 0, donc pour racines 7 » = —6 La fonction g est croissante

sur | — 0o, r1], décroissante sur [r, 5] et croissante sur [ry, +0o[. On a g(r1) ~ —1, 48, donc d’apres
le théoréme des valeurs intermédiaires la fonction g, et donc f’, s’annule donc exactement une fois,
ena € R.Comme g(1) = -3 < 0etg(2) =6 >0,a €|1,2].

1 1
iiOnaer — letVitot+a? =z 1—|— +— ~ x,donc f(x) ~ . Plus
T—r+00 T—r+00 T—+00
précisément :
fa) = (14 ie Ly S I Sy (L B :
xr) = -+ — 0 — x —l-+=)-=— 0 —
x  2x%  w—too \ 22 2 \x 2?2 8r2  w—+oo \ 22

ii. D’apres le calcul ci-dessus, la courbe de f a pour asymptote en +oo la droite d’équation y =

3 3 11
x + —. Comme f(z) — (x + 3 > — > 0, la courbe est au-dessus de son aymptote.
2 s too 8x
3 11 1
iii. En —oco,onaVv1+z+ 22 = —x 1+ —|——Parsu1te flz)=—2—=——+ o |(—|.
2 8]} T—+00 X
3
La courbe de f a donc pour asymptote en —oo la droite d’équation y = —z — 3 Comme

3 11
flx) — (—;1: - —) ~ —— >0, la courbe est au-dessus de son aymptote.
2 ) z—s—00 8z



II.

I1I.

. Soit » > 5. On a vu que f est strictement décroissante sur |0, o] puis strictement croissante sur

[, +oo[. Comme f est de plus continue et que f(«) ~ 4,2, d’apres le théoréme de la bijection
monotone, I’équation f(z) = n admet exactement une solution sur |0, «[ et une solution sur |a, +00.

. Par définition : Vn > 5, f(u,) = f(v,) = n. Comme f est strictement décroissante sur |0, «[, la suite

(u,) est donc décroissante. De méme, la suite (v,,) est croissante.

. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc converge vers [ > 0 d’apres le théoréme de la

limite monotone. Comme f est continue, le passage a la limite n — +oo dans I’égalité f(u,) = n
montre que [ > 0 est absurde. Donc [ = 0. De méme, (v,,) est croissante, donc tend vers I’ > « ou

diverge vers +o00. La convergence vers I’ est de méme absurde, donc v,, — -+o0.
n—-+oo

1
i. Soitn > 5. Par définition : evn \/1 + u,, + u2 = n, donc, par passage au logarithme :

1 1
— 4 3 In (14 u, + u) = Inn, ce qui est la formule voulue.
Unp,

1

ii. Comme u,, — 0, d’apres la formule précédente : u, In(n) — 1,doncu, ~ —.
n—-+o0o n—-+00 n—+oo Inn

iii. Onadéjaa = 1. De plus :
1 Uy,

——= In(1 2
T o 21n(n) n(l o+ +uy)

2
u; 1

Y

n—stoo 21n(n) n—roo Tg’(n)

1
doncb:Oetc:§:




il.

1ii.

1v.

. Pour tout n > 5, f(v,) = n.Orv, — +oo donc, d’apres la question 4. : f(v,) ~ .

n—-+o0o n—-+4o0o

Doncv, ~ n.
n—-+o0o

1 1
Soit n > 5. Par définition : n = ei\/ 1+wv,+02= vnei 14+ — + —, d’ol1 la formule.
\/ v, U2
1 1\ 1 1

1
1 1 2
Ona:e‘izl———i— 0 (—)et(1+—+—2) =1—-——+4 o (—),donc:
v, n—+oo \ U, Up  Uh 2v, n—too \ U,

1 1 1 1 3n n
vp=n(l——+ o — l—-——+ o — =n——+ o — |,
VU, n—+oo \ U, 2v, n—+oo \ U, 2v, n—+too \ U,

3n 3
etdonc:v,—n ~ — — ——,
n—-+oo Q'Un n—-+4oo 2

s 3 L ,
Onadejaa——§,etd0nc.vn—n—§+n_>o+oo(1).0nadonc.

1 1 1 1 14 3 n 1 1 n 3 n 1

_— = — = — e 0 —_ = — _— (0] —_—

v, nl-— 21 + o0 (l) n 2n  n—o+oo \ N n  2n?2  notoo\n?2 )’
n n—-+oo M

d’ou :
] 1 1 n 1 1 1 7 n 1
v, = N e 0 — _—— 0 —
n  n?  n-otoo \ N2 2n  8n?  n—o4oo \ n?
3 11 1
= ’,’L _—_ — — —
2 8n  notoo\ N
11
etdonc b = -3
N . 1 1 3 29 1
Pour trouver ¢, on recommence a I’ordre suivant: — = —+ — + ——+ 0 — |, donc :
v, n o 2n?  8n3  n—too \ n3

11 s LY (g L0 ~2 N A
€ m=1————— o | — ). et: —+ — =l-——— - —
n n? 24n3  n—otoo \ 03 v, U2 2n  8n?  4n3



