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Partie I : Résolution d’une équation différentielle

1. (a) L’équation différentielle (E1) est linéaire du second ordre à coefficients constants et homogène. L’équa-
tion caractéristique associée est r2 + 1 = 0 dont les deux solutions complexes non réelles sont i = 0 + i
et −i = 0− i. Par conséquent, l’ensemble des solutions à valeurs réelles de (E1) sur R est

S1 =
{

R → R avec A,B ∈ R
x 7→ e0×x(A cos(x) +B sin(x))

}

=
{

R → R avec A,B ∈ R
x 7→ A cos(x) +B sin(x)

}

(b) Les développements limités à l’ordre 1 en 0 des fonctions cos et sin sont respectivement

cos(x) = 1 + x ε1(x) avec lim
x→0

ε1(x) = 0
= 1 + o

x→0
(x)

sin(x) = x+ x ε2(x) avec lim
x→0

ε2(x) = 0
= x+ o

x→0
(x)

Donc

k(x) = a cos(x) + b sin(x)
= a(1 + x ε1(x)) + b(x+ x ε2(x))
= a+ b x+ x (a ε1(x) + b ε2(x))
= a+ b x+ x ε3(x) avec lim

x→0
ε3(x) = lim

x→0
a ε1(x) + b ε2(x) = 0

= a+ bx+ o
x→0

(x)

C’est le développement limité à l’ordre 1 en 0 de la fonction k : x 7→ a cos(x) + b sin(x).
(c) La fonction h est définie sur ]0,+∞[ et d’après le développement limité calculé à la question précédente,

∀x ∈]0,+∞[, h(x)
= k(x)√

x

= a+b x+x ε3(x)√
x

= a√
x

+ b
√
x+
√
x ε3(x) et lim

x→0
ε3(x) = 0

= a√
x

+ b
√
x+ o

x→0
(
√
x)

Par conséquent,
? si a > 0, lim

x→0
h(x) = +∞

? si a = 0, lim
x→0

h(x) = 0
? si a < 0, lim

x→0
h(x) = −∞

On peut conclure que la fonction h admet une limite finie en 0 si et seulement si a = 0.

On suppose maintenant que h admet une limite finie en 0 et est non nulle c’est-à-dire, d’après le
résultat précédent que a = 0 et b 6= 0. Alors, comme b 6= 0,

∀x ∈]0,+∞[, h(x) = b
√
x+
√
x ε3(x) = b

√
x× (1 + 1

b
ε3(x))

Or, lim
x→0

ε3(x) = 0 donc lim
x→0

1 + 1
bε3(x) = 1.

On obtient donc que
h(x) ∼

x→0
b
√
x
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2. (a) D’abord, par hypothèse, la fonction f est 2-fois dérivable sur R∗+. Par ailleurs, la fonction x 7→
√
x est

2-fois dérivable sur R∗+ donc par produit, la fonction g : x 7→
√
xf(x) est 2-fois dérivable sur R∗+. Et

∀x ∈ R∗+,
g′(x) = 1

2
√
x
f(x) +

√
xf ′(x)

g′′(x) =
f ′(x)×2

√
x−2× 1

2
√

x
f(x)

4x + 1
2
√
x
f ′(x) +

√
xf ′′(x)

= 2xf ′(x)−f(x)
4x
√
x

+ 2xf ′(x)
4x
√
x

+ 4x22f ′′(x)
4x
√
x

= 4x2f ′′(x)+4xf ′(x)−f(x)
4x
√
x

Ensuite, on a les équivalences suivantes :

g est solution de (E1) sur R∗+
⇔ ∀x ∈ R∗+, g′′(x) + g(x) = 0
⇔ ∀x ∈ R∗+, 4x

√
x g′′(x) + 4x

√
x g(x) = 0 car 4x

√
x 6= 0

⇔ ∀x ∈ R∗+, 4x2f ′′(x) + 4xf ′(x)− f(x) + 4x2f(x) = 0 d’après les calculs précédents
⇔ ∀x ∈ R∗+, 4x2f ′′(x) + 4xf ′(x) + (4x2 − 1)f(x) = 0
⇔ ∀x ∈ R∗+, x2f ′′(x) + xf ′(x) + (x2 − 1

4)f(x) = 0
⇔ f est solution de (E) sur R∗+

(b) On garde les notations de la question précédente. Pour tout x ∈ R∗+, g(x) =
√
xf(x) et f(x) = g(x)√

x
. On

a les équivalences suivantes :

f est solution de (E) sur R∗+
⇔ g est solution de (E1) sur R∗+ d’après les équivalences précédentes
⇔ ∃A,B ∈ R : ∀x ∈ R∗+, g(x) = A cos(x) +B sin(x) d’après la résolution de (E1)
⇔ ∃A,B ∈ R : ∀x ∈ R∗+, f(x) = A cos(x)+B sin(x)√

x
car ∀x ∈ R∗+, f(x) = g(x)√

x

Cela démontre que l’ensemble des solutions sur R∗+ à valeurs réelles de l’équation différentielle (E) est

S =
{

R∗+ → R avec A,B ∈ R
x 7→ A cos(x)+B sin(x)√

x

}

(c) Soit s ∈ S une solution de (E). D’après la résolution, il existe A,B ∈ R tels que ∀x ∈ R∗+, s(x) =
A cos(x)+B sin(x)√

x
.

En reprenant les résultats de la première question, la fonction s est prolongeable par continuité en 0 si
et seulement si A = 0 et dans ce cas, elle se prolonge par continuité en 0 par la valeur lim

x→0
s(x) = 0.

On peut conclure que l’ensemble des solutions de (E) prolongeables par continuité en 0 et

S̃ =
{

R∗+ → R avec B ∈ R
x 7→ B sin(x)√

x

}

(d) Soit t ∈ S̃ une solution de (E) prolongeable par continuité en 0. D’après la question précédente, il existe
B ∈ R tel que ∀x ∈ R∗+, t(x) = B sin(x)√

x
. Et le prolongement par continuité en 0 de cette fonction, que

l’on notera encore t, est la fonction suivante

t : R+ → R

x 7→
∣∣∣∣∣ B sin(x)√

x
si x > 0

0 si x = 0

Soit x ∈ R+ \ {0}. Le taux d’accroissement de t entre 0 et x est
t(x)− t(0)
x− 0 = B sin(x)

x
√
x

= B(1 + ε2(x))√
x

avec lim
x→

ε2(x) = 0

Par conséquent,
? si B > 0, lim

x→
t(x)−t(0)
x−0 = +∞

? si B = 0, lim
x→

t(x)−t(0)
x−0 = 0

? si B < 0, lim
x→

t(x)−t(0)
x−0 = −∞

On peut conclure que la fonction prolongée t est dérivable en 0 si et seulement si B = 0 (et dans ce cas
son nombre dérivé en 0 est 0).
Cela démontre que l’unique solution de (E) prolongeable par continuité en 0 dont le prolongement par
continuité est dérivable en 0 est la fonction nulle.
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Partie II : Série harmonique et série harmonique alternée

1. (a) Soit n ∈ N∗. On a :
Sn+1 − Sn =

∑n+1
k=1

1
k −

∑n
k=1

1
k

= 1
n+1 ≥ 0,

donc Sn+1 ≥ Sn. Ceci étant valable pour n ∈ N∗ arbitraire, la suite (Sn) est donc croissante.
(b) Soit n ∈ N∗. On a :

S2n − Sn =
2n∑

k=n+1

1
k
,

où : ∀k ∈ [[n+ 1, 2n]], 1
k ≥

1
2n , donc :

S2n − Sn ≥
∑2n
k=n+1

1
2n

≥ n× 1
2n

≥ 1
2 ,

d’où : S2n ≥ Sn + 1
2 .

(c) Comme la suite (Sn) est croissante, soit elle converge, soit elle tend vers +∞. Supposons qu’elle converge
vers un réel `, alors la suite (S2n), extraite de (Sn), converge également vers `. Par passage à la limite
dans l’inégalité précédente, on a alors :

` ≥ `+ 1
2 , donc 0 ≥ 1

2 ,

ce qui est absurde. Donc (Sn) tend vers +∞.
2. (a) Considérons la fonction f : ]− 1, 1[→ R, définie par : ∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) = ln(1 + x).

La fonction f est usuellement deux fois dérivable sur ] − 1, 1[, avec : ∀x ∈ ] − 1, 1[, f ′(x) = 1
1+x , puis

f ′′(x) = − 1
(1+x)2 ≤ 0. La fonction f est donc concave sur ] − 1, 1[. De plus, sa tangente en 0 a pour

équation cartésienne y = f ′(0)(x− 0) + f(0), c’est-à-dire y = x. Comme f est concave, son graphe est
en-dessous de cette tangente, donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, f(x) ≤ x. Donc : ∀x ∈ ]− 1, 1[, ln(1 + x) ≤ x.
Soit x ∈ ] − 1, 1[. Alors −x ∈ ] − 1, 1[, donc on peut appliquer l’inégalité ci-dessus à −x, d’où :
ln(1− x) ≤ −x, c’est-à-dire : x ≤ − ln(1− x) ≤ ln

(
1

1−x

)
.

On a donc finalement : ∀x ∈]− 1, 1[, ln(1 + x) ≤ x ≤ ln( 1
1−x).

(b) Soit n ∈ N∗. Soit k ∈ [[2, n]], alors : 1
k ∈ ]− 1, 1[, donc, d’après le résultat précédent :

ln
(

1 + 1
k

)
≤ 1
k
≤ ln

(
1

1− 1
k

)
,

c’est-à-dire :
ln(k + 1)− ln(k) ≤ 1

k
≤ ln(k)− ln(k − 1).

On a donc, en sommant pour k de 2 à n et en ajoutant 1 :

1 +
n∑
k=2

ln(k + 1)− ln(k) ≤ Sn ≤ 1 +
n∑
k=2

ln(k)− ln(k − 1).

Les sommes ci-dessus étant télescopiques, on obtient :

1 + ln(n+ 1)− ln(2) ≤ Sn ≤ 1 + ln(n)− ln(1).

Comme ln(1) = 0 et que ln(2) < 1, on obtient bien :

ln(n+ 1) ≤ Sn ≤ ln(n) + 1.

(c) Soit n ≥ 2. L’inégalité précédente s’écrit :

ln(n+ 1)
ln(n) ≤ Sn

ln(n) ≤ 1 + 1
ln(n) ,

où ln(n+1)
ln(n) = 1 + ln(1+ 1

n )
ln(n) −→

n→+∞
1 et 1 + 1

ln(n) −→n→+∞
1, donc, d’après le théorème de convergence par

encadrement : Sn
ln(n) −→n→+∞

1.
Par définition, on a donc : Sn ∼

n→+∞
ln(n).
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3. (a) Soit n ∈ N∗. On a :

γn+1 − γn = (Sn+1 − Sn)− ln
(
n+ 2
n+ 1

)
= 1
n+ 1 − ln

(
1 + 1

n+ 1

)
≥ 0

d’après 2.(a), donc la suite (γn) est croissante. De plus, d’après 2.(b) :

γn = Sn − ln(n+ 1) ≤ 1 + ln(n)− ln(n+ 1) ≤ 1,

donc la suite (γn) est majorée par 1. D’après le théorème de convergence monotone, la suite (γn) est
donc convergente.

(b) D’après le résultat précédent : Sn − ln(n + 1) = γ + o
n→+∞

(1). Or : ln(n + 1) = ln(n) + ln
(
1 + 1

n

)
=

ln(n) + o
n→+∞

(1), donc :

Sn = ln(n+ 1) + γ + o
n→+∞

(1) = ln(n) + γ + o
n→+∞

(1).

4. (a) Soit n ∈ N∗. On a :
• A2(n+1) −A2n = (−1)2n+1

2n+2 + (−1)2n

2n+1 = − 1
2n+2 + 1

2n+1 = 1
(2n+1)(2n+2) ≥ 0,

• A2(n+1)+1 −A2n+1 = (−1)2n+2

2n+3 + (−1)2n+1

2n+2 = 1
2n+3 −

1
2n+2 = − 1

(2n+2)(2n+3) ≤ 0,

• A2n+1 −A2n = (−1)2n

2n+1 = 1
2n+1 −→n→+∞

0,
donc les suites (A2n)n∈N∗ et (A2n+1)n∈N∗ sont adjacentes. Elles convergent donc vers une même limite.

(b) Soit ε > 0. D’après le résultat précédent, il existe N1, N2 ∈ N tels que : ∀n ≥ N1, |A2n − `| ≤ ε et :
∀n ≥ N2, |A2n+1 − `| ≤ ε. Notons N = max(2N1, 2N2 + 1), on a donc : ∀n ≥ N, |An − `| ≤ ε. La suite
(An)n∈N∗ converge donc vers `.

(c) Soit n ∈ N∗. On a :
S2n −A2n =

∑2n
k=1

1
k −

∑2n
k=1

(−1)k−1

k

=
∑2n
k=1

1−(−1)k−1

k ,

où 1− (−1)k−1 = 0 si k est impair, 2 si k est pair, donc :

S2n −A2n =
∑2n
k=1, k pair

2
k

=
∑n
k′=1

2
2k′

=
∑n
k′=1

1
k′

= Sn.

On a donc bien : ∀n ∈ N∗, S2n −A2n = Sn.
(d) D’après le résultat précédent et d’après 3.(b) :

A2n = ln(2n) + γ + o
n→+∞

(1)− ln(n)− γ + o
n→+∞

(1)
= ln(2) + o

n→+∞
(1),

donc : ` = lim
n→+∞

An = lim
n→+∞

A2n = ln(2).

5. (a) i. Soit n ∈ N∗. D’après la formule du binôme de Newton, on a :∑n
k=1(k + 1)3 =

∑n
k=1(k3 + 3k2 + 3k + 1)

=
∑n
k=1 k

3 + 3
∑n
k=1 k

2 + 3
∑n
k=1 k +

∑n
k=1 1

=
∑n
k=1 k

3 + 3bn + 3n(n+1)
2 + n

=
∑n
k=1 k

3 + 3bn + 3n2+5n
2 .

ii. Soit n ∈ N∗. Par somme télescopique :
∑n
k=1(k + 1)3 −

∑n
k=1 k

3 = (n+ 1)3 − 1, donc :

bn = 1
3

(
(n+ 1)3 − 1− 3n2+5n

2

)
= (2n3+6n2+6n−(3n2+5n)

6
= 2n3+3n2+n

6
= n(n+1)(2n+1)

6 .
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Par conséquent : 1
bn

= 6
n(n+1)(2n+1) .

On cherche a, b, c ∈ R tels que pour tout n ∈ N∗, 1
bn

= a
n + b

n+1 + c
2n+1 . On a les équivalences

suivantes :

∀n ∈ N∗, 1
bn

= a
n + b

n+1 + c
2n+1

⇔ ∀n ∈ N∗, 6
n(n+1)(2n+1) = a(n+1)(2n+1)+bn(2n+1)+cn(n+1)

n(n+1)(2n+1)
⇔ ∀n ∈ N∗, 6 = a(n+ 1)(2n+ 1) + bn(2n+ 1) + cn(n+ 1)
⇔ ∀n ∈ N∗, (2a+ 2b+ c)n2 + (3a+ b+ c)n+ (a− 6) = 0
⇔ le polynôme (2a+ 2b+ c)X2 + (3a+ b+ c)X + (a− 6) est nul car il a une infinité de racines

⇔


2a+ 2b+ c = 0
3a+ b+ c = 0
a− 6 = 0

⇔


2b+ c = −12
b+ c = −18
a = 6

⇔


b = 6
b+ c = −18
a = 6

⇔


b = 6
c = −24
a = 6

On a obtenu que ∀n ∈ N∗, 1
bn

= 6
n + 6

n+1 −
24

2n+1 .
iii. Soit n ∈ N∗. On a : ∑n

k=1
1

2k+1 =
∑2n+1
k=1

1
k −

1
1 −

∑n
k=1

1
2k

= S2n+1 − 1
2Sn − 1.

iv. Soit n ∈ N∗. D’après les résultats précédents :

Bn =
∑n
k=1

(
6
k + 6

k+1 −
24

2k+1

)
= 6Sn + 6(Sn+1 − 1)− 24(S2n+1 − 1

2Sn − 1)
= 18Sn + 6Sn+1 − 24S2n+1 + 18.

(b) Soit n ∈ N∗. D’après l’égalité précédente :

Bn = 18Sn + 6Sn+1 − 18
(
S2n + 1

2n+1

)
− 6

(
S2n+2 − 1

2n+2

)
+ 18

= 18− 18A2n − 6A2n+2 − 18
2n+1 + 6

2n+2 ,

d’où : lim
n→+∞

Bn = 18− 24 ln(2).
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Partie III : Algèbre linéaire

1. (a) Pour tout x ∈ E, 0L(E)(x) = 0E donc Ker(0L(E)) = E et Im(0L(E)) = {0E}.
Or, {0E} ∩ E = {0E} car {0E} ⊂ E
et {0E}+ E = {x+ y avec x ∈ {0E}, y ∈ E} = {0E + y avec y ∈ E} = {y avec y ∈ E} = E.
Donc les sous-espaces vectoriels triviaux {0E} et E sont supplémentaires dans E.
De plus, 1 est le plus petit entier de N∗.
Par conséquent, les sous-espaces vectoriels Ker(0L(E)) et Im(0L(E)) sont supplémentaires dans E. Cela
permet de conclure que pour f = 0L(E), p0 = 1.

(b) Pour tout x ∈ E, idE(x) = x donc Ker(idE) = {0E} et Im(idE) = E.
On peut conclure que pour f = idE , p0 = 1.

(c) Par hypothèse, l’endomorphisme f est bijectif. Par conséquent, il est injectif donc Ker(f) = {0E} et il
est surjectif donc Im(f) = E.
On peut conclure que pour f un automorphisme de E, p0 = 1.

(d) L’endomorphisme f étant un projecteur, d’après le cours sur les projecteurs, les sous-espaces vectoriels
Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
On peut conclure que pour f un projecteur de E, p0 = 1.

(e) Par hypothèse, f est une symétrie donc f ◦ f = idE . Par conséquent, f est un automorphisme (d’auto-
morphisme réciproque f) et donc p0 = 1.

2. (a) On remarque que e3 = f(e1) donc e3 ∈ Im(f) et f(e3) = 0R4 donc e3 ∈ Ker(f). Par conséquent,
e3 ∈ Im(f) ∩ Ker(f). Or e3 6= 0R4 donc Im(f) ∩ Ker(f) 6= {0R4}. Cela démontre que Im(f) et Ker(f)
ne sont pas en somme directe.

(b) Soit (x, y, z, t) ∈ R4. La base E étant la base canonique de R4, on a (x, y, z, t) = x ·e1 +y ·e2 +z ·e3 +t ·e4.
En utilisant la linéarité de f et les valeurs données dans l’énoncé, on obtient

f((x, y, z, t)) = x · f(e1) + y · f(e2) + z · f(e3) + t · f(e4)
= x · e3 + y · (−e1) + e4 + z · 0R4 + t · (−e3)
= −y · e1 + (x− t) · e3 + y · e4
= (−y, 0, x− t, y)

On a obtenu que ∀(x, y, z, t) ∈ R4, f((x, y, z, t)) = (−y, 0, x− t, y).
(c) L’image de f est

Im(f)
= {f(X) avec X ∈ R4}
= {f((x, y, z, t)) avec (x, y, z, t) ∈ R4}
= {(−y, 0, x− t, y) avec (x, y, z, t) ∈ R4} d’après la question précédente
= {x · (0, 0, 1, 0) + y · (−1, 0, 0, 1) + t · (0, 0,−1, 0) avec (x, y, z, t) ∈ R4}
= Vect((0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1), (0, 0,−1, 0))

La famille D1 = ((0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1), (0, 0,−1, 0)) est donc une famille génératrice de Im(f).
On remarque que (0, 0,−1, 0) = (−1) · (0, 0, 1, 0) + 0 · (−1, 0, 0, 1) donc la famille D1 n’est pas libre mais
Vect((0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)) = Vect((0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1), (0, 0,−1, 0)) = Im(f) donc la sous-famille
D = ((0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)) reste une famille génératrice de Im(f).
On va vérifier qu’elle est libre. Soient λ, µ ∈ R. On a les implications suivantes :

λ · (0, 0, 1, 0) + µ · (−1, 0, 0, 1) = 0R4

⇒ (−µ, 0, λ, µ) = (0, 0, 0, 0)
⇒ λ = 0 et µ = 0

Cela démontre que la famille D = ((0, 0, 1, 0), (−1, 0, 0, 1)) est libre.
On peut conclure que la famille D est une base de Im(f).
Par conséquent, dim(Im(f)) = 2. Et d’après le théorème du rang, dim(Ker(f)) = dim(R4)−dim(Im(f)) =
4− 2 = 2.
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Le noyau de f est

Ker(f)
= {(x, y, z, t) ∈ R4 tel que f((x, y, z, t)) = 0R4}
= {(x, y, z, t) ∈ R4 tel que (−y, 0, x− t, y) = (0, 0, 0, 0)}
= {(x, y, z, t) ∈ R4 tel que (−y = 0 et 0 = 0 et x− t = 0 et y = 0)}
= {(x, y, z, t) ∈ R4 tel que y = 0 et x = t}
= {(t, t, z, t) ∈ R4 avec z, t ∈ R}
= {z · (0, 0, 1, 0) + t · (1, 1, 0, 1) avec z, t ∈ R}
= Vect((0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 1))

La famille C = ((0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 1)) est donc une famille génératrice de Ker(f).
De plus, elle a 2 éléments et dim(Ker(f)) = 2. La famille C = ((0, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 1)) est donc une base
de Ker(f).

(d) D’après l’énoncé, f est linéaire et f(e1) = e3, f(e2) = −e1 + e4, f(e3) = 0R4 et f(e4) = −e3. Par
conséquent,
f2(e1) = f(f(e1)) = f(e3) = 0R4 ,
f2(e2) = f(f(e2)) = f(−e1 + e4) = −f(e1) + f(e4) = −e3 − e3 = −2 · e3
f2(e3) = f(f(e3)) = f(0R4) = 0R4 ,
f2(e4) = f(f(e4)) = f(−e3) = −f(e3) = −0R4 = 0R4 .
Puis, f3(e1) = f(f2(e1)) = f(0R4) = 0R4 ,
f3(e2) = f(f2(e2)) = f(−2 · e3) = −2 · f(e3) = −2 · 0R4 = 0R4 ,
f3(e3) = f(f2(e3)) = f(0R4) = 0R4 ,
f3(e4) = f(f2(e4)) = f(0R4) = 0R4 .

(e)
• On a déjà démontré que Im(f) et Ker(f) ne sont pas en somme directe donc ils ne sont pas supplémen-

taires. Donc p0 6= 1.
• On utilise les calculs de la question précédente.
D’une part f2(e2) = −2 · e3 donc −2 · e3 ∈ Im(f2).
D’autre part, f2(e3) = 0R4 donc e3 ∈ Ker(f2). Comme Ker(f2) est un sous-espace vectoriel de (R4,+, ·),
il est stable par multiplication par les scalaires donc −2 · e3 ∈ Ker(f2).
Par conséquent, −2 · e3 ∈ Ker(f2) ∩ Im(f2). De plus, −2 · e3 = (0, 0,−2, 0) 6= 0R4 . On obtient que
Ker(f2) ∩ Im(f2) 6= {0R4} c’est-à-dire que Im(f2) et Ker(f2) ne sont pas en somme directe. A fortiori,
Im(f2) et Ker(f2) ne sont pas supplémentaires. Donc p0 6= 2.
• Par contre, ∀k ∈ [[1, 4]], f3(ek) = 0R4 . Comme f est linéaire et que E = (e1, e2, e3, e4) est une base de
R4, f3 = 0L(R4). D’après la question 1.(a), Im(f3) et Ker(f3) sont supplémentaires.
D’après les trois points précédents, on peut conclure que pour cet exemple, p0 = 3.

3. (a) Soit k ∈ N∗.
Soit x ∈ Ker(fk). Par définition, fk(x) = 0E . Comme f est linéaire, fk+1(x) = f(fk(x)) = f(0E) = 0E
et donc x ∈ Ker(fk+1). cela démontre l’inclusion Ker(fk) ⊂ Ker(fk+1).
On a démontré que ∀k ∈ N∗, Ker(fk) ⊂ Ker(fk+1) c’est-à-dire que

Ker(f) ⊂ Ker(f2) ⊂ Ker(f3) ⊂ Ker(f4) ⊂ . . .

(b)
• D’après l’énoncé, l’espace vectoriel (E,+, ·) est de dimension finie et est non nul. On note donc n ∈ N∗
sa dimension. Pour tout k ∈ N∗, Ker(fk) est un sous-espace vectoriel de (E,+, ·) donc Ker(fk) est de
dimension finie et dim(Ker(fk)) ≤ n. Et d’après la chaîne d’inclusions obtenues à la question précédente,
on a ∀k ∈ N∗, dim(Ker(fk)) ≤ dim(Ker(fk+1)) c’est-à-dire que

0 ≤ dim(Ker(f)) ≤ dim(Ker(f2)) ≤ dim(Ker(f3)) ≤ dim(Ker(f4)) ≤ . . . ≤ n

• On va démontrer par l’absurde qu’il existe m ∈ N∗ tel que Ker(fm) = Ker(fm+1).
Pour cela, on suppose que pour tout k ∈ N∗, Ker(fk) 6= Ker(fk+1). Comme par ailleurs ∀k ∈ N∗,
Ker(fk) ⊂ Ker(fk+1), on en déduit que dim(Ker(fk)) < dim(Ker(fk+1)).
On en déduit par récurrence que ∀k ∈ N∗, dim(Ker(fk)) ≥ k − 1.
On écrit la démonstration :
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? On a dim(Ker(f)) ≥ 0 = 1− 1.
? Soit k ∈ N∗. On suppose que dim(Ker(fk)) ≥ k − 1. Alors d’après ce qui précède, dim(Ker(fk+1)) >
dim(Ker(fk)) ≥ k − 1. Et comme dim(Ker(fk+1)) ∈ N, dim(Ker(fk+1)) > k.
Par récurrence, ∀k ∈ N∗, dim(Ker(fk)) ≥ k − 1.
Par conséquent, dim(Ker(fn+2)) ≥ n+ 1 > n. C’est en contradiction avec dim(Ker(fn+2)) ≤ n.
On a obtenu par l’absurde qu’il existe m ∈ N∗ tel que Ker(fm) = Ker(fm+1). D’après l’énoncé, on note
m0 le plus petit tel entier.

(c) Soit k ≥ m0. D’après la question 3.(a), on a déjà l’inclusion Ker(fk) ⊂ Ker(fk+1).
Réciproquement, soit x ∈ Ker(fk+1). Par définition fk+1(x) = 0E . On sait que m0 ≤ k donc 0E =
fk+1(x) = fm0+1(fk−m0(x)) donc fk−m0(x) ∈ Ker(fm0+1). Or, par définition de m0, Ker(fm0+1) =
Ker(fm0). Donc fk−m0(x) ∈ Ker(fm0) c’est-à-dire fm0(fk−m0(x)) = 0E . Cela se réécrit fk(x) = 0E et
donc x ∈ Ker(fk). Cela démontre l’inclusion réciproque Ker(fk+1) ⊂ Ker(fk).
On vient de démontrer que pour tout k ≥ m0, Ker(fk) = Ker(fk+1).

(d) En tant que sous-espaces vectoriels de E, on a 0E ∈ Im(fm0) et 0E ∈ Ker(fm0) donc {0E} ⊂ Im(fm0)∩
Ker(fm0).
Réciproquement, soit x ∈ Im(fm0) ∩ Ker(fm0). On a x ∈ Im(fm0) donc il existe z ∈ E tel que
x = fm0(z). Puis x = fm0(z) ∈ Ker(fm0) donc fm0(fm0(z)) = 0E . Par conséquent, z ∈ Ker(fm0+m0).
Or m0 ∈ N∗ donc d’après l’énoncé, Ker(fm0+m0) = Ker(fm0). On en déduit que z ∈ Ker(fm0) puis que
x = fm0(z) = 0E ∈ {0E}. Cela démontre l’inclusion réciproque Im(fm0) ∩Ker(fm0) ⊂ {0E}.
On a démontré que Im(fm0) ∩Ker(fm0) = {0E} c’est-à-dire que Im(fm0) et Ker(fm0) sont en somme
directe.

(e)
• D’après la question précédente, Im(fm0)∩Ker(fm0) = {0E}. De plus, on en déduit que dim(Im(fm0) +

Ker(fm0)) = dim(Im(fm0)) + dim(Ker(fm0)).
• En tant que sous-espaces vectoriels de E, on a Im(fm0) + Ker(fm0) ⊂ E.

D’après le théorème du rang appliqué à l’endomorphisme fm0 de E, on a dim(Im(fm0))+dim(Im(fm0)) =
dim(E). Par conséquent, dim(Im(fm0) + Ker(fm0)) = dim(E).
Comme l’espace vectoriel E est de dimension finie, on obtient que Im(fm0) + Ker(fm0) = E.
D’après les deux points précédents, les sous-espaces vectoriels Im(fm0) et Ker(fm0) sont supplémentaires
dans E.

(f)
• Sim0 = 1 alorsm0 est le plus petit entier p ∈ N∗ tel que Im(fp) et Ker(fp) sont supplémentaires dans E.

• Si m0 ≥ 2, on fait un raisonnement par l’absurde.
Pour cela, on suppose qu’il existe p ∈ N∗ tel que p < m0 et Im(fp) et Ker(fp) sont supplémentaires
dans E.
On sait déjà que Ker(fp) ⊂ Ker(fp+1).
Réciproquement, soit x ∈ Ker(fp+1). Par définition, fp+1(x) = 0E . D’une part, f(fp(x)) = 0E donc
fp(x) ∈ Ker(f) ⊂ Ker(fp) d’après 3.(a). D’autre part, fp(x) ∈ Im(fp). Par conséquent, fp(x) ∈ Im(fp)∩
Ker(fp). Or par hypothèse, Im(fp) et Ker(fp) sont supplémentaires dans E donc Im(fp) ∩ Ker(fp) =
{0E}. On en déduit que fp(x) = 0E et donc x ∈ Ker(fp). Cela démontre que Ker(fp+1) ⊂ Ker(fp).
Par double inclusion, on obtient Ker(fp) = Ker(fp+1), ce qui, sachant que p < m0, est en contradiction
avec la définition de m0.
On a montré par l’absurde que m0 est bien le plus petit entier p ∈ N∗ tel que Im(fp) et Ker(fp) sont
supplémentaires dans E. Par disjonction de cas, p0 = m0.
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Partie IV : Équidécomposabilité du tétraèdre et du prisme droit

1. • Si N = 1, alors α = arccos(1) = 0 donc α
π = 0 ∈ Q,

• Si N = 2, alors α = arccos
(

1√
2

)
= π

4 donc α
π = 1

4 ∈ Q,

• Si N = 4, alors α = arccos
(

1
2

)
= π

3 donc α
π = 1

3 ∈ Q.
Donc, si N ∈ {1, 2, 4}, alors α

π ∈ Q.
2. (a) Soit n ∈ N. On a :

cos((n+ 2)α) + cos(nα) = cos((n+ 1)α+ α) + cos((n+ 1)α− α)
= 2 cos((n+ 1)α) cos(α)
= 2 cos((n+ 1)α) cos(arccos

(
1√
N

)
)

= 2√
N

cos((n+ 1)α),

donc :
an+2 = N

n+2
2 cos((n+ 2)α)

= 2N
n+1

2 cos((n+ 1)α)−N
n+2

2 cos(nα)
= 2an+1 −Nan.

(b) Pour tout n dans N, notons Pn l’assertion « an ∈ Z ».
Comme a0 = cos(0) = 1 et a1 =

√
N cos(α) = 1, P0 et P1 sont vraies.

Soit n ∈ N, supposons Pn et Pn+1 vraies. Alors an et an+1 sont dans Z, donc an+2 = 2an+1−Nan ∈ Z.
Donc Pn+2 est vraie.
Donc, par récurrence double, Pn est vraie pour tout n dans N.

(c) i. Pour tout n dans N, notons Qn l’assertion « p ne divise pas an ».
Comme a0 = a1 = 1, Q0 et Q1 sont vraies.
Soit n ∈ N, supposons Qn et Qn+1 vraies. Alors p ne divise ni an ni an+1, et comme p est un nombre
premier impair, donc p ne divise pas 2an+1 et p divise Nan (car p divise N). Si p divise an+2 alors
p divise 2an+1 = an+2 + Nan : c’est une contradiction. Donc p ne divise pas an+2 = 2an+1 −Nan.
Donc Qn+2 est vraie.
Donc, par récurrence double, Qn est vraie pour tout n dans N.

ii. On a : a2` = N ` cos(2`α) = N ` cos(2kπ) = N `.
Donc a2` est une puissance strictement positive de N , et comme p divise N , donc p divise a2`, ce
qui est exclu d’après la question précédente. Donc, par l’absurde, απ /∈ Q.

(d) i. Soit n ∈ N. D’après 2.(a), et comme N = 2m, on a :

bn+2 = an+2
2n+1

= an+1
2n − Nan

2n+1

= bn+1 − N
4 bn

= bn+1 − 2m−2bn.

ii. Pour tout n ∈ N∗, on note Rn l’assertion « bn est impair ».
Comme b1 = a1 = 1, R1 est vraie.
Soit n ∈ N∗, supposons Rn vraie. Alors bn est impair et 2m−2bn−1 est pair (car m > 2). Donc
bn+1 = bn − 2m−2bn−1 est impair. Donc Rn+1 est vraie.
Donc, par récurrence, Rn est vraie pour tout n dans N∗.

iii. On a : b2` = N` cos(2`α)
22`−1 = 2m`

22`−1 cos(2kπ) = 2(m−2)`+1.
Donc b2` est une puissance strictement positive de 2, donc b2` est pair, ce qui est exclu d’après la
question précédente. Donc, par l’absurde, απ /∈ Q.

3. On a montré en 1. l’implication
(N ∈ {1, 2, 4}) ⇒

(
α

π
∈ Q

)
.

On a montré en 2.(c) et (d), par disjonction de cas, l’implication : (N 6∈ {1, 2, 4}) ⇒
(
α
π /∈ Q

)
, c’est-à-dire,

par contraposée : (
α

π
∈ Q

)
⇒ (N ∈ {1, 2, 4}) .

On a donc l’équivalence : (
α

π
∈ Q

)
⇔ (N ∈ {1, 2, 4}) .

Cet exercice est inspiré de la vidéo "Questions d’angles" des 5 minutes Lebesgue, disponible ici.
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