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1. (a)

PARTIE I : RESOLUTION D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

L’équation différentielle (E7) est linéaire du second ordre a coefficients constants et homogene. L’équa-
tion caractéristique associée est 72 + 1 = 0 dont les deux solutions complexes non réelles sont i = 0 + 4
et —i = 0 — i. Par conséquent, I’ensemble des solutions a valeurs réelles de (Fj) sur R est

S - R - R avec A,BeR
v r = e"%(Acos(z) + Bsin(z))
_ R —- R avec A, BeR
N x + Acos(z)+ Bsin(x)

Les développements limités a ’ordre 1 en 0 des fonctions cos et sin sont respectivement

cos(r) = l4axei(x) avec ilg%)q( x)=0
= 1—|—Igo(:n)
sin(zr) = z+wzea(x) avec i%&g( x)=0
AR
Donc
k(x) = a cos(z)+ b sin(z)

a(l4+zer(x)) + bz + zea(x))

a+br+ax(aci(x)+bea(x))

= a+br+zes(x) avec hH[l)Eg(.%’) = lir%aal(:c) +beg(x) =0
z— z—

= a+br+ o (z)
z—0

C’est le développement limité & l'ordre 1 en 0 de la fonction & : x — acos(z) + bsin(z).

La fonction h est définie sur |0, 400 et d’apres le développement limité calculé a la question précédente,

Va €]0, oo, h(x)

k(z)

T
at+brz+zez(x)

VT
= ﬁ-kb\/i—k\/fs?,(x) et igr%)s;),(:c):()

3

"

Par conséquent,

*31a>0hmhx +00

0

z—0

(z) =

*sia=0, hmh(:c)
*sia <0, hmh(x)
q

On peut Conclure ue la fonction h admet une limite finie en 0 si et seulement si a = 0.

On suppose maintenant que h admet une limite finie en 0 et est non nulle c¢’est-a-dire, d’apres le
résultat précédent que a = 0 et b # 0. Alors, comme b # 0,

Wz €]0, 400l, h(x) = bvE + VEes(x) = by/E x (1+ %sg(;ﬁ))

. o . 1 _
Or, ili)r(l)&:g(x) = 0 donc }}12(1)1 + 3e3(r) = L.

On obtient donc que



2. (a)

D’abord, par hypothese, la fonction f est 2-fois dérivable sur R . Par ailleurs, la fonction z — \/x est
2-fois dérivable sur R donc par produit, la fonction g : x +— \/zf(x) est 2-fois dérivable sur RY . Et
Vo € RY,

g(@) = /@) +Vif(2)

f(@)x2ya—2x51= f(x)

J'(@) = Al L p) + V()

_ 2af'(a)—f(z) | 22f'(z) | 4z°2f"(x)
dz+\/x + N + N

_ A2’ f(x)+af(z)—f(z)

dz+/T

Ensuite, on a les équivalences suivantes :

g est solution de (E7) sur R

& Ve eRL,¢"(z)+g(x)=0
& Vo eRY,da/xg"(z) +4xy/zg(r) =0 car 4z\/x # 0
& Vo e R 422 f"(x) +dxf'(x) — f(x) +422f(z) =0 d’aprés les calculs précédents
& Vo e R 42? " (z) +daf'(z) + (42? — 1) f(z) =0
& VreRL,22f"(x) +af (x) + (2? — 1) f(z) =0
& f est solution de (E) sur R*
On garde les notations de la question précédente. Pour tout = € R, g(x) = y/xf(x) et f(z) = L?. On
a les équivalences suivantes :
[ est solution de (E) sur R
& g est solution de (Eq) sur RY d’apres les équivalences précédentes
& JA,BeR:Vx e Ry, g(x) = Acos(x) + Bsin(z) d’apres la résolution de ()
& EIA,BGR:VmERi,f(z):W carvxeR*,f(x)zgf/g
Cela démontre que I'ensemble des solutions sur R* & valeurs réelles de I’équation différentielle (£) est
RY — R avec A,BeR
S= A cos(z)+Bsin(z)
T Ty

Soit s € S une solution de (E). D’apres la résolution, il existe A, B € R tels que Vx € RY, s(x) =
A cos(z)+B sin(z)

—

En reprenant les résultats de la premiere question, la fonction s est prolongeable par continuité en 0 si
et seulement si A = 0 et dans ce cas, elle se prolonge par continuité en 0 par la valeur lims(z) = 0.

z—0
On peut conclure que I'ensemble des solutions de (E) prolongeables par continuité en 0 et
~ {Rj%R avec BE]R}
= Bsin(z)
Xz — T
Soit t € S une solution de (E) prolongeable par continuité en 0. D’apres la question précédente, il existe
B € R tel que Vx € R, t(x) = B%nx(x). Et le prolongement par continuité en 0 de cette fonction, que
I’on notera encore t, est la fonction suivante
t: R+ — R
Bsin(z) .
N 7 Sioz> 0
0 si =0

Soit € R4 \ {0}. Le taux d’accroissement de ¢ entre 0 et z est

t(x) — t(0) _ Bsin(z) _ B(1 + ex(x)) avec limeg(z) = 0

x—0 T\T NG

Par conséquent,
*si B >0, lim4@=t0 — 4
z— 20

*siB:O,lxigw:O

*si B <0, limL:g(o):—oo

z— X
On peut conclure que la fonction prolongée t est dérivable en 0 si et seulement si B = 0 (et dans ce cas
son nombre dérivé en 0 est 0).

Cela démontre que 'unique solution de (E) prolongeable par continuité en 0 dont le prolongement par
continuité est dérivable en 0 est la fonction nulle.

2



1. (a)

PARTIE II : SERIE HARMONIQUE ET SERIE HARMONIQUE ALTERNEE

Soit n € N*. On a :
11 1
Spy1—Sn = Y- Yiox
= L >
n+l =
donc Sy, 41 > S),. Ceci étant valable pour n € N* arbitraire, la suite (S,) est donc croissante.

Soit n € N*. On a :

- >

k=n+1

ou : Vk € [n+1,2n], % > %, donc :
SQn _Sn Zk =n+1 2n

n X s5-
2
1 n

29

VIV IV

d’ou : Sy, > S, + %
Comme la suite (S),) est croissante, soit elle converge, soit elle tend vers +oco. Supposons qu’elle converge

vers un réel ¢, alors la suite (Sa,), extraite de (.S,), converge également vers ¢. Par passage a la limite
dans 'inégalité précédente, on a alors :

1
£Z€+§, donc 0>

l\.’)\»—\

ce qui est absurde. Donc (.S,,) tend vers +oo.

Considérons la fonction f: ] —1,1[— R, définie par : Vo € | — 1,1[, f(z) = In(1 + z).

La fonction f est usuellement deux fois dérivable sur | — 1,1[, avec : Vz € | — 1,1[, f/(x) = 14—%7 puis
f'(x) = (1+x) < 0. La fonction f est donc concave sur | — 1,1[. De plus, sa tangente en 0 a pour
équation cartésienne y = f/(0)(z — 0) + f(0), c’est-a-dire y = x. Comme [ est concave, son graphe est
en-dessous de cette tangente, donc : Vo € | — 1,1], f(z) <x.Donc:Vr e |—-1,1], In(1+z) <z

Soit x € | — 1,1[. Alors —x € | — 1,1], donc on peut appliquer l'inégalité ci-dessus a —z, d’ou :
In(l —z) < —z, cest-a-dire : + < —In(1 —z) <1In (1 m)

On a donc finalement : Vz €] — 1,1[,In(1 + z) < = < In(:1).

Soit n € N*. Soit k € [2,n], alors : % € ] —1,1], donc, d’apres le résultat précédent :

c’est-a-dire :
In(k+1) —In(k) <

On a donc, en sommant pour k de 2 & n et en ajoutant 1 :

l—l-iln(k:—kl)—ln(k ) <S8 <1 i - —1).

k=2

Les sommes ci-dessus étant télescopiques, on obtient :
l1+In(n+1)—In(2) <S5, <1+In(n)—In(1).
Comme In(1) = 0 et que In(2) < 1, on obtient bien :

In(n+1) <S5, <ln(n)+ 1.

Soit n > 2. L’inégalité précédente s’écrit :

11[1(71—1—1)S Sh, <14 1 ’
In(n) In(n) In(n)
1
ol lnlSEZ)D =1+ 1n1(;(;;l) n_>—+>oo let 1+ ( ) —+> 1, donc, d’apres le théoreme de convergence par
encadrement : 52~ —s 1,

In(n) 5 400

Par définition, on a donc : S,, ~ In(n).
n—-+o0o



3.(a) Soit n € N*. On a :

n+ 2 1 1
1l — Yn = (Snt1 — Sn) — 1 = —In(1 >
ot (Sn+1= Sn) n(n+1> n+1 n(+n+1> 0

d’apres 2.(a), donc la suite (,) est croissante. De plus, d’apres 2.(b) :
=5, —Inn+1)<1+4+In(n)—In(n+1) <1,

donc la suite (7,,) est majorée par 1. D’apres le théoréeme de convergence monotone, la suite (v,,) est
donc convergente.
(b) D’apres le résultat précédent : S,, —In(n+1) =+ o (1). Or:Iln(n+1) =In(n)+1In (1 + %) =
n—-+o0o
In(n)+ o (1), donc:
n—-+o0o

Sp=Inn+1)+v+ o (I)=lnn)+v+ o (1)

n—-+o00 n—-+00

4. (a) Soit n € N*. On a :

N G ) S G O 1 1 1
* Aymyty A = g T i T T Tt = (2n+1)(2n+2) >0,
o A . A o _1)2n+2 + (_1 2n+1 - 1 B 1 _ < 0
2(n+1)+1 2n+1 = 9,13 2n+2  ~ 2n+3 2n+2 ~  (2n+2)(2n+3) =
G ) |
o Agny1 — Ao = 5 = 0,

n—+oo
donc les suites (A2n)nen+ €t (Aant1)nen+ sont adjacentes. Elles convergent donc vers une méme limite.

(b) Soit € > 0. D’apres le résultat précédent, il existe N1, No € N tels que : ¥Yn > Ny, |Ag, — €] < c et :
Vn > Na, |Aont+1 — | < e. Notons N = max(2N1,2Ny + 1), on a donc : Vn > N, |A,, — | < e. La suite
(A )nen+ converge donc vers /.

(c) Soit n € N*. On a :

2n 1 on  (=1)F1
Son — Aan = L1 E — Dkl ( 12;
om 17(71)]{:—1
Zk:l k )

oit 1 — (=1)¥=1 = 0 si k est impair, 2 si k est pair, donc :

2n 2
SQn - A2TL - Ek:l, k pair
s 2
- k'=1 9k’
n 1
= Yh-1%
= S,

On a donc bien : Vn € N*, Sy, — Ao, = S,,.
(d) D’apres le résultat précédent et d’apres 3.(b) :

Aoy, = ln(2n)—|—y—|—n o (1)—In(n)—v+ o (1)

—+o00 n—+o0o

= In(2)+ o (1),

n—-+o0o
donc: 4= lim A, = lim Ag, =In(2).
n—-+oo n—-+00

5.(a) 1. Soit n € N*. D’apres la formule du bindme de Newton, on a :

St (k+1)2 = Y (B4 3k2+3k+1)
= ShoE 3 3 k4 Y 1
Shoy K2+ 3by, + 325 gy
n n2 n

ii. Soit n € N*. Par somme télescopique : Y 7_;(k+ 1) =¥, k% = (n+1)3 — 1, donc :

— 1 3 3n%45n
b = 3 (19— 1= g
_ (2n®+46n2+6n—(3n2+5n)
- 6
_ 2n343n%4n
- 6
n(n+1)(2n+1)
-6 -

4



_ 6
— n(n+1)(2n+1)"

On cherche a,b,c € R tels que pour tout n € N*
suivantes :

, 1
Par conséquent : B
1

_a b c LA 3
v 5 = n T g1 T angr- On a les équivalences

* 1 _ a b c
VneN ’E_n+n+1+2n+1
6 _ a(n+1)(2n+1)+bn(2n+1)+cn(n+1)

& Vn e N, ooy e n(nt1)(2nt1)
<& VneN 6=an+1)2n+1)+bn2n+1)+cn(n+1)
& YneN (2a+2b+c)n?>+Ba+b+c)n+(a—6)=0
< le polynéme (2a +2b+¢) X2+ (3a + b+ ¢)X + (a — 6) est nul car il a une infinité de racines
2a+2b+c¢c=0
& 3a+b+c=0
a—6=0
20+ c=-12
& b+c=-18
a=26
b=6
& b+c=-18
a=26
b=6
& c=—24
a=26
On a obtenu que Vn € N*, i = % + niﬂ — 2511.

iii. Soit n € N*. On a :
Zn 1 _ 2n+11 1 Zn 1
k=12k+1 — k=1 k 1 1
= SQn—l—l - QSn - L

iv. Soit n € N*. D’apres les résultats précédents :
_ 6 6 24
B, = Y= (E+m_2k+1>

= 65, +6(Spt1 — 1) —24(S2n41 — 35, — 1)
= 185, 4+ 6Sp+1 — 2459,4+1 + 18.

(b) Soit n € N*. D’apres 1’égalité précédente :

By = 188, +6Sni1 — 18 (Son + 5y ) — 6 (Somta — g ) + 18

18 — 18A3, — 649,42 — % + 2751—2’

d'ot: lim B, =18 —241In(2).

n—-4o0o



1. (a)

PARTIE 111 : ALGEBRE LINEAIRE

Pour tout x € F, OL(E)(Z') = 0g donc Ker(OL(E)) =F et Im(OL(E)) = {OE}

Or, {0g}NE ={0g} car {Og} C E

et {Og}+ E={x+yavecx € {Og},yc E} ={0p+yavecy € E} ={yavecy € E} =E.

Donc les sous-espaces vectoriels triviaux {Og} et E sont supplémentaires dans E.

De plus, 1 est le plus petit entier de N*.

Par conséquent, les sous-espaces vectoriels Ker(Oz(g)) et Im(0z(gy) sont supplémentaires dans E. Cela
permet de conclure que pour f = Ogg), po = 1.

Pour tout = € E, idg(x) = z donc Ker(idg) = {Og} et Im(idg) = E.

On peut conclure que pour f =idg, pg = 1.

Par hypothese, 'endomorphisme f est bijectif. Par conséquent, il est injectif donc Ker(f) = {Og} et il
est surjectif donc Im(f) = E.

On peut conclure que pour f un automorphisme de F, pg = 1.

L’endomorphisme f étant un projecteur, d’apres le cours sur les projecteurs, les sous-espaces vectoriels
Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.
On peut conclure que pour f un projecteur de E, pg = 1.

Par hypothese, f est une symétrie donc f o f = idg. Par conséquent, f est un automorphisme (d’auto-
morphisme réciproque f) et donc py = 1.

On remarque que e3 = f(e1) donc es € Im(f) et f(e3) = Opa donc es € Ker(f). Par conséquent,
es € Im(f) NKer(f). Or e3 # Ogs+ donc Im(f) NKer(f) # {Ogs}. Cela démontre que Im(f) et Ker(f)
ne sont pas en somme directe.

Soit (z,y, 2,t) € R*. La base £ étant la base canonique de R*, on a (z,y, z,t) = z-e1 +y-ea+2z-e3+1t-ey.
En utilisant la linéarité de f et les valeurs données dans 1’énoncé, on obtient

f(@,y,2,t)) = - fler) +y- fle2) + 2+ fles) +t- f(ea)
= z-est+y-(—e1)+es+2z-0ps+1t-(—e3)
= —y-eg+(r—1t)-e3+y-eq
= (_y707x_t>y)

On a obtenu que V(CL‘, Y, th) € R4a f((1:7y7 th)) = (7y705 T — tvy)
L’image de f est

Im(f)
{f(X) avec X € R*}

; {f((z,y,2,1)) avec (z,y,2,t) € R}

{x-(0,0,1,0) +y-(—1,0,0,1) +¢-(0,0,—1,0) avec (x,y,2,t) € R*}
= Vect((0,0,1,0),(-1,0,0,1),(0,0,—1,0))

La famille D; = ((0,0,1,0),(-1,0,0,1),(0,0,—1,0)) est donc une famille génératrice de Im(f).

On remarque que (0,0,—1,0) = (—1)-(0,0,1,0)4+0-(—1,0,0,1) donc la famille D; n’est pas libre mais
Vect((0,0,1,0),(—1,0,0,1)) = Vect((0,0,1,0),(-1,0,0,1),(0,0,—1,0)) = Im(f) donc la sous-famille
D =((0,0,1,0),(—1,0,0,1)) reste une famille génératrice de Im(f).

On va vérifier qu’elle est libre. Soient A, 4 € R. On a les implications suivantes :

A-(0,0,1,0) + - (—=1,0,0,1) = Oga
= (—/.L,O,)\,/.L) = (07070’0)
= A=0etpu=0

Cela démontre que la famille D = ((0,0,1,0),(—1,0,0,1)) est libre.

On peut conclure que la famille D est une base de Im(f).

Par conséquent, dim(Im(f)) = 2. Et d’aprés le théoréme du rang, dim(Ker(f)) = dim(R*)—dim(Im(f)) =
4—-2=2.

{(—y,0,2 — t,y) avec (z,y, z,t) € R*} d’apres la question précédente



Le noyau de f est

Ker(f)
= {(z,y,2,t) € R* tel que f((x,y,2,t)) = Oga}
{(z,y,2,t) € R* tel que (—y,0,7 —t,y) = (0,0,0,0)}
( )
( )

{(z,y,2,t) ER* tel que (~y=0et0=0etx—t=0ety=0)}
{(z,y,2,t) € R* tel que y =0 et x =t}

{(t,t,2,t) € R* avec z,t € R}

= {2-(0,0,1,0) +¢-(1,1,0,1) avec z,t € R}

= Vect((0,0,1,0),(1,1,0,1))

La famille C = ((0,0,1,0),(1,1,0,1)) est donc une famille génératrice de Ker(f).
De plus, elle a 2 éléments et dim(Ker(f)) = 2. La famille C = ((0,0,1,0),(1,1,0,1)) est donc une base
de Ker(f).

D’aprés Iénoncé, f est linéaire et f(e;) = e3, f(e2) = —e1 + eq, f(ez) = Opa et f(es) = —es. Par
conséquent,

f2(er) = f(f(er)) = f(es) = Opa,

f*(e2) = f(f(e2)) = f(—e1+ea) = —f(er) + flea) = —e3 —e3 = —2-¢e3

f*(e3) = f(f(e3)) = f(Ops) = Opa,

f?(es) = f(f(ea)) = f(—es) = —f(e3) = —Os = Oa.

Puis, f3(e1) = f(f*(e1)) = f(Ops) = Ops,

f3(e2) = f(f*(e2)) = f(=2-e3) = =2~ f(e3) = —2- Opa = Opa,

f3(e3) = f(f*(e3)) = f(Opa) = Oga,

f3(ea) = f(f*(ea)) = f(Ops) = Ops

On a déja démontré que Im(f) et Ker(f) ne sont pas en somme directe donc ils ne sont pas supplémen-
taires. Donc pg # 1.

On utilise les calculs de la question précédente.

D’une part f?(ez) = —2-e3 donc —2 - e3 € Im(f?).

D’autre part, f2(e3) = Ogs donc e3 € Ker(f?). Comme Ker(f?) est un sous-espace vectoriel de (R*, +, ),
il est stable par multiplication par les scalaires donc —2 - e3 € Ker(f2).

Par conséquent, —2 - e3 € Ker(f2) N Im(f?). De plus, —2 - e3 = (0,0, —2,0) # Ogs. On obtient que
Ker(f2) NIm(f?) # {Ops} c’est-a-dire que Im(f?) et Ker(f?) ne sont pas en somme directe. A fortiori,
Im(f?) et Ker(f?) ne sont pas supplémentaires. Donc pg # 2.

Par contre, Vk € [1,4], f3(ex) = Ogs. Comme f est linéaire et que £ = (eq, ea, €3, €4) est une base de
R4, f3 = Oz (r4y- D’apreés la question 1.(a), Im(f3) et Ker(f3) sont supplémentaires.

D’apres les trois points précédents, on peut conclure que pour cet exemple, pg = 3.

Soit k € N*.

Soit € Ker(f¥). Par définition, f*(z) = 0p. Comme f est linéaire, f*¥1(x) = f(f¥(x)) = f(0g) = 0p
et donc = € Ker(f**1). cela démontre I'inclusion Ker(f*) c Ker(f*+1).

On a démontré que Vk € N*, Ker(f*) c Ker(f*!) c’est-a-dire que

Ker(f) € Ker(f?) ¢ Ker(f3?) ¢ Ker(f%) c ...

D’apres 1’énoncé, 'espace vectoriel (F,+,-) est de dimension finie et est non nul. On note donc n € N*
sa dimension. Pour tout k € N*, Ker(f*) est un sous-espace vectoriel de (E, +,-) donc Ker(f¥) est de
dimension finie et dim(Ker(f*)) < n. Et d’aprés la chaine d’inclusions obtenues & la question précédente,
on a Vk € N*, dim(Ker(f*)) < dim(Ker(f**1)) c’est-a-dire que

0 < dim(Ker(f)) < dim(Ker(f?)) < dim(Ker(f?)) < dim(Ker(f*) <...<n
On va démontrer par I’absurde qu’il existe m € N* tel que Ker(f™) = Ker(f™*t1!).
Pour cela, on suppose que pour tout k& € N*, Ker(f*) # Ker(f**!). Comme par ailleurs Yk € N*,
Ker(f*) c Ker(f**1), on en déduit que dim(Ker(f*)) < dim(Ker(f*+1)).
On en déduit par récurrence que Vk € N*, dim(Ker(f*)) > k — 1.
On écrit la démonstration :
7



* On a dim(Ker(f)) >0=1-1.

* Soit k € N*. On suppose que dim(Ker(f*)) > k — 1. Alors d’aprés ce qui précede, dim(Ker(f*+1)) >
dim(Ker(f*)) > k — 1. Et comme dim(Ker(f**1)) € N, dim(Ker(f**1)) > k.

Par récurrence, Vk € N*, dim(Ker(f*)) > k — 1.

Par conséquent, dim(Ker(f"*2)) > n+1 > n. C’est en contradiction avec dim(Ker(f"*2)) < n.

On a obtenu par I'absurde qu’il existe m € N* tel que Ker(f™) = Ker(f™*!). D’aprés I’énoncé, on note
myg le plus petit tel entier.

Soit k > mg. D’apreés la question 3.(a), on a déja I'inclusion Ker(f*) c Ker(f**+1).

Réciproquement, soit 2 € Ker(f*+1). Par définition f*+1(z) = 0. On sait que mo < k donc O =
fEH(z) = fmotl(fr=mo(g)) donc fF=™0(z) € Ker(f™0*1). Or, par définition de mg, Ker(fmo+l) =
Ker(f™0). Donc fk=m0(x) € Ker(f™0) c’est-a-dire fm0(fk=m0(x)) = 0p. Cela se réécrit f¥(z) = 0p et
donc = € Ker(f*). Cela démontre I'inclusion réciproque Ker(f**1) c Ker(f*).

On vient de démontrer que pour tout k > mg, Ker(f*) = Ker(f**1).

En tant que sous-espaces vectoriels de E, on a O € Im(f"°) et O € Ker(f™°) donc {Og} C Im(f™°)N
Ker(fmo).

Réciproquement, soit x € Im(f™°) N Ker(f™°). On a z € Im(f™°) donc il existe z € E tel que
x = fM(z). Puis x = f™(z) € Ker(f™) donc f™(f™(z)) = 0g. Par conséquent, z € Ker(fotmo),
Or mgy € N* donc d’apres 1'énoncé, Ker(fm0t0) = Ker(f0). On en déduit que z € Ker(f™°) puis que
x = f"(z) =0g € {Og}. Cela démontre I'inclusion réciproque Im(f™0) N Ker(f™°) C {Og}.

On a démontré que Im(f™°) NKer(f™°) = {0} c’est-a-dire que Im(f™°) et Ker(f") sont en somme
directe.

D’apres la question précédente, Im(f™0) NKer(f™°) = {Og}. De plus, on en déduit que dim(Im(f™°) +
Ker(f™0)) = dim(Im(f™°)) + dim(Ker(f?)).

En tant que sous-espaces vectoriels de E, on a Im(f™0) + Ker(f™) C E.

D’apres le théoréme du rang appliqué a ’endomorphisme ™0 de E, on a dim(Im(f™0))+dim(Im(f™0)) =
dim(E). Par conséquent, dim(Im(f™0) + Ker(f™)) = dim(E).

Comme 'espace vectoriel E est de dimension finie, on obtient que Im(f°) 4 Ker(f™0) = E.

D’apres les deux points précédents, les sous-espaces vectoriels Im(f™0) et Ker(f) sont supplémentaires
dans F.

Simg = 1 alors my est le plus petit entier p € N* tel que Im(f?) et Ker(f?) sont supplémentaires dans E.

Si mg > 2, on fait un raisonnement par ’absurde.

Pour cela, on suppose qu’il existe p € N* tel que p < mg et Im(fP) et Ker(f?) sont supplémentaires
dans FE.

On sait déja que Ker(fP) C Ker(fP1).

Réciproquement, soit x € Ker(fPT1). Par définition, fP*!(z) = Op. D’une part, f(fP(x)) = Og donc
fP(z) € Ker(f) C Ker(fP) d’apres 3.(a). D’autre part, fP(x) € Im(f?). Par conséquent, fP(x) € Im(fP)N
Ker(fP). Or par hypotheése, Im(f?) et Ker(fP) sont supplémentaires dans E donc Im(fP) N Ker(fP) =
{0g}. On en déduit que fP(x) = 0 et donc = € Ker(fP). Cela démontre que Ker(fP*1) C Ker(fP).
Par double inclusion, on obtient Ker(f?) = Ker(fP*1), ce qui, sachant que p < my, est en contradiction
avec la définition de my.

On a montré par 'absurde que mg est bien le plus petit entier p € N* tel que Im(fP) et Ker(fP) sont
supplémentaires dans E. Par disjonction de cas, pg = myg.



PARTIE IV : EQUIDECOMPOSABILITE DU TETRAEDRE ET DU PRISME DROIT

[a—y

1. e Si N =1, alors a = arccos(1) = 0 donc & =0 € Q,

1

e Si N =2, alors @ = arccos | == :%donc%:%EQ,

NN
N

e Si N =4, alors @ = arccos % :%donc%:%EQ.
Donc, si N € {1,2,4}, alors & € Q.
2.(a) Soit neN. On a:
cos((n+2)a) + cos(na) = cos((n+ 1)a+ a)+cos((n+ 1)a — «)

= 2cos((n+ 1)a) cos(a)

= 2cos((n + 1)a) cos(arccos (ﬁ))

= % cos((n + 1)a),

donc : o
an+o = N2 cos((n+2)a)

n+2

= 2N"F cos((n+ 1)a) — N 2 cos(na)
= 2an11 — Nay.

(b) Pour tout n dans N, notons P, I'assertion « a,, € Z ».
Comme ag = cos(0) = 1 et a; = v/N cos(a) = 1, Py et Py sont vraies.
Soit n € N, supposons P, et P, vraies. Alors a,, et a,11 sont dans Z, donc a2 = 26,11 — Nay € Z.
Donc P12 est vraie.
Donc, par récurrence double, P, est vraie pour tout n dans N.

(¢) 1i. Pour tout n dans N, notons @, 'assertion « p ne divise pas a, ».
Comme ag = a1 = 1, Qg et ()1 sont vraies.
Soit n € N, supposons @, et Q11 vraies. Alors p ne divise ni a, ni a,11, et comme p est un nombre
premier impair, donc p ne divise pas 2a,11 et p divise Na,, (car p divise N). Si p divise a2 alors
p divise 2an+1 = apy2 + Nay, @ c’est une contradiction. Donc p ne divise pas ant2 = 2a,41 — Nay,.
Donc Q42 est vraie.
Donc, par récurrence double, (),, est vraie pour tout n dans N.

ii. On a: ag = N%cos(20a) = N*cos(2km) = N*.

Donc a9y est une puissance strictement positive de N, et comme p divise N, donc p divise agy, ce
qui est exclu d’apres la question précédente. Donc, par I'absurde, & ¢ Q.

(d) i. Soit n € N. D’apres 2.(a), et comme N = 2™, on a :

. OGn42

bn+2 - 22%
_ Gn41 _ Nay
- on n+1
= bn+1 - an

- bn+1 - 2m_2bn.

ii. Pour tout n € N*, on note R,, I'assertion « b, est impair ».
Comme b; = a1 = 1, Ry est vraie.
Soit n € N*, supposons R, vraie. Alors b, est impair et 2™ 2b, 1 est pair (car m > 2). Donc
bnt1 = by — 2m=2p,,_1 est impair. Donc Ry 41 est vraie.
Donc, par récurrence, R,, est vraie pour tout n dans N*.

‘ me B
iii. On a : by = N ;)Zslem) = 22%71 COS(2]{77T) = 2(m 2)€+1.
Donc byy est une puissance strictement positive de 2, donc by est pair, ce qui est exclu d’apres la

question précédente. Donc, par I'absurde, & ¢ Q.

3. On a montré en 1. 'implication
(N €{1,2,4}) = (a € Q) .
T

On a montré en 2.(c) et (d), par disjonction de cas, 'implication : (N ¢ {1,2,4}) = (£ ¢ Q) , c’est-a-dire,
par contraposée :

(: € @) = (N €{1,2,4}).
On a donc I’équivalence :

(: e@) & (Ne{l,2,4}).

Cet exercice est inspiré de la vidéo "Questions d’angles” des|5 minutes Lebesque, disponible ici.
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https://www.lebesgue.fr/fr/5min
https://www.youtube.com/watch?v=nu8J0e-n3YY

