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TD. B3
Ensembles

Exercices de cours
@ Décrire #(E) si E = {a, b, c}.

@ Soit A et B deux parties d’'un ensemble F.
Démontrer que :

a. AUB=A <+ BCA

b.ANB=A «<— ACB

@ Démontrer que
(AUB)N(AUB)=(A\B)U(B\ A4)
et que cette derniere union est disjointe, i.e., que :

(A\B)N(B\A) =2

@ Déterminer F' x E, E? et F3 ot :
E={a,b,c} et F={1,2}

@ Soit f une application de F dans F.

a. Démontrer que pour toute partie A de E :

AC f7H(f(A)
b. Démontrer que pour toute partie B de F' :
fFiB) B
c. Grace a I'exemple de la fonction  — 22 de R
dans R, démontrer que les inclusions ci-dessus
sont en général strictes.

@ Soit D une partie de R et f: D — R une fonc-
tion. Démontrer que si f est strictement monotone
alors f est injective.

@Onnotef:]R — U
T+ 21

2+ 1x
a. Justifier que la fonction f est bien définie.

b. Démontrer que f est injective.
c. Démontrer que f n’est pas surjective.

Soit f : Ry — R4 définie par f(z) = e — 1.

a. Déterminer trois bijections simples f1, fa, f3
telles que f = f3 o f2 o fl-

b. En déduire que f est bijective et donner son ap-
plication réciproque.

@ Par définition la fonction exponentielle est la
réciproque de la fonction In : R} — R.

Démontrer qu’elle est dérivable et retrouver sa dé-
rivée.

Sur I’ensemble C* on définit la relation ~ par :
z ~ 2’ si et seulement si % e Ry

a. Justifier que ~ est une relation d’équivalence.
b. Quelles sont les classes d’équivalences ?

@ Ecrire toutes les permutations de {a, b}, puis
de {a, b, c}, puis de {a,b,c,d}.

Travaux dirigés

Soit A, B, C trois parties d'un ensemble FE.
a. Que peut-on diresi ANB=AUB?
b. Donner une condition nécessaire et suffisante en

termes d’inclusions pour avoir 1’égalité AU B =
BNnC.

¢. Démontrer que si ANC' = BNC' et AUC = BUC
alors A = B.

Soit (A )nen une famille de parties de R.

a. Soit  un réel. Compléter :

T € ﬂAn — 777 zcA,
nelN

T e UA"

€A,
nelN

b. Simplifier :
[07 1 [ {1 , 1]
n n

nelN*
Soit E, F et G trois ensembles, et f: E — F|
g : F'— G deux applications. Démontrer que :

= 777

U

nelN*

. Si go f est injective alors f est injective.

o ®

. Sigo f est injective et f est surjective alors g est
injective.
c. Si go f est surjective alors g est surjective.

d. Si go f est surjective et g est injective alors f est
surjective.

e. Donner un exemple ou go f est bijective, mais f
n’est pas surjective et g n’est pas injective.
Soit E, F', G et H quatre ensembles, et
E-LFr et H
trois applications.

Démontrer que si go f et hog sont bijectives alors
f, g et h le sont aussi.
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Démonter que chacune des fonctions suivantes
est bien définie et bijective. Donner sa réciproque.

flile_—>]R* fglR—)R

+
x — 2e(3Ina=5) T —3—z
fs: Ry — R fa: R\ {2} — R\ {1}
x —> In(e® —1) z— =3
f51]—1,1[—)]R, fgil[{j_ — R

1

z — Ini=z T T =

14z

@Onnotef:]—%%[ — R
T —— tanzx.
a. Démontrer que f est bijective.
On note arctan I'application réciproque de f et
on appelle arc-tangente cette fonction .
b. Démontrer que arctan est dérivable et calculer sa
dérivée.

Les applications suivantes sont-elles injectives ?
Surjectives 7

fi:IN — N forZ — 7
n+—n+1 n+——n+1
f3: R — R fi:C —C
z — 22 — 6z +2 2 — 22— 22—
fs:R — R
T »—>z3+3x272x+5
fo:C —C fr: R* — R
2 2+ 2z (z,y) — xy?
fs: R — R2 fo: R* — R?
t —> (cost,sint) (z,y) — (z+y,zy)

R? — R?
(z,y) — (4a — 6y,9y — 6x)

floi

Démontrer que 'application suivante est bijec-
tive.
f: IN? — IN*
(m,n) — 2™(2n +1)

@ Soit a, b, ¢, d quatre complexes avec ¢ non-nul
et ad # be.

+b
On pose : az

)= "4

a. Donner ’ensemble de définition de f, que l'on
note C1.

b. Démontrer que f : C7 — C est injective.

c. Calculer I'image de C par f, qui I'on note Cs :
Cy = f(Ch).

d. Justifier que f réalise une bijection de C; dans
Cs. Calculer sa réciproque.

Soit E un ensemble, et A une partie de F.
On définit 'application f : 2(E) — P(A)
X +— XnNnA
a. Démontrer que f est surjective.
b. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit injective.

Soit E' un ensemble, A et B deux parties de E.
On définit 'application :
f: P2(E) — PA) xPB)
X — (XNAXnNB)
Démontrer que :
a. [ est injective si et seulement si AUB = F.
b. f est surjective si et seulement si AN B = @.

Soit E un ensemble. Démontrer qu’il n’existe
pas d’application surjective f de E dans 2(FE).

Pour ceci considérer la partie :

A={zcE|xz ¢ [(x)}

Soit F et F deux ensembles, et f une applica-
tion de F dans F. Soit B, B’ deux parties de F.

Démontrer :

a. Si B C B alors f~1(B) C f~4(B).
b. fUBNB) = f1(B) N fH(B).
c. [UBUB) = [(B)U (B,
d. f74(B) = f~1(B).

Soit F et F deux ensembles, et f une applica-
tion de F dans F. Soit A, A’ deux parties de F.
Démontrer :

a. Si A C A alors f(A) C f(A).

b, f(ANA') C F(A) N f(A),

c. Si f est injective alors f(ANA") = f(A)N f(A").
A f(AUAY) = f(A) U f(A),

e. Si f est injective alors f(4) C f(A).

(
(A) C f(A).

La relation de congruence modulo 7 est définie
sur R par :

V(x,y) € R?
xr=y |[n] dke?Z z—y=knr
a. Démontrer que cette relation est une relation
d’équivalence.

f. Si f est surjective alors

N

b. Quelle est la classe d’équivalence d’un réel zqo 7

Soit & la classe de tous les ensembles finis.

Pour deux ensembles finis F et F' on note £ ~ F

s’il existe une bijection de E dans F'.

a. Démontrer que ~ est une relation d’équivalence
sur &.

b. Quelles sont les classes d’équivalences ?
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On munit R? d’une relation que I'on note <
en posant, pour (a,b) et (a’,b') dans R? :
(a,) < (@', )
<~ a<d (a=a et b<b)
a. Démontrer que cette nouvelle relation est une re-
lation d’ordre. Est-elle totale ?
b. L’axe des abscisses et I’axe des ordonnées sont-ils
bornés ? Possedent-ils un minimum et un maxi-
mum ? Et le cercle trigonométrique ?

On suppose qu’il existe une relation d’ordre
totale < sur C vérifiant les conditions :

ou

e < généralise la relation d’ordre classique sur R,
c’est-a-dire que sa restriction & R est la relation
d’ordre habituelle < sur R.

¢ < est compatible avec 'addition.

Démontrer qu’il est impossible que cette relation

soit compatible avec la multiplication, i.e., vérifie :

V(a,b,c) € C?

0<a et

Par combien de zéros se termine 1000! ?

b<¢ = ab<ac

Un anagramme d’un mot M est une permu-
tation des lettres de M, i.e., un mot contenant les
mémes lettres que M.

Combien les mots biiche, tarte, galette et mille-
feuilles ont-ils d’anagrammes ?

De combien de fagons peut-on former deux
équipes de 3 avec 6 personnes ?

Trois équipes de 3 avec 9 personnes ?

Un domino contient deux chiffres compris entre

0 et 6. Un jeu de dominos contient tous les dominos

possibles, mais aucun en double.

a. Combien de dominos posséde un jeu?

b. Combien de paires de dominos ont au moins un
numéro en commun ?

c. Combien de mains de sept dominos sont pos-
sibles au début du jeu? Combien de celles-ci
contiennent au moins un double ?

Un tournoi de Tennis fait participer 2n joueurs,
avec n > 1. On souhaite organiser n matchs ou
chaque joueur en rencontre un autre.

Soit a,, le nombre de possibilités d’organisation.
2:a,=2n—1)a,—1

On pourra isoler le joueur 2n.

a. Justifier que pour tout n >

b. Calculer le terme général de a,.

Soit E et F' deux ensembles non-vides de car-
dinaux finis p et n. Calculer le nombre

a. d’applications de F dans F

b. de bijections de E dans F'

c. d’injections de F dans F

d. de surjections de E dans F'sin=1oun =2

e. de surjections de F dans F si n = 3.

Soit n et p deux entiers naturels.
a. Combien existe-t-il de p-listes (x1, ...
tiers naturels tels que
0T <z < -+

b. Combien existe-t-il de listes strictement crois-
santes d’entiers naturels inférieurs ou égaux an?

,xp) d’en-

<zp<n?

Soit E un ensemble fini de cardinal n. On sou-
haite déterminer le cardinal de :

X ={(A,B)e?(E)*| AC B}
a. Justifier que

X = U {(A,B)e»(E
2 (E)

)*| AC B}

et que cette union est disjointe.

Z( > Card2(B)).

k=0 Be%y(E)

b. Justifier que :

Y Card?(B

Be®(E)

En déduire le cardinal de X.
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