
Lycée Bellevue – Toulouse 16 octobre 2026
MPSI – Mathématiques

Devoir Surveillé no2

Durée : 3 heures – Calculatrices non autorisées.

• On rappelle qu’une grande attention est portée à la présentation, l’orthographe, la qua-
lité de la rédaction.

• En général les symboles mathématiques ne doivent pas figurer dans une phrase.
• Les objets introduits doivent être présentés correctement.
• Les références au cours doivent être citées, de même que les questions précédentes si

elles sont utilisées.
• Il est inutile de recopier l’énoncé.
• Les copies doivent être numérotées, leur nombre total indiqué.
• Les annotations au crayon ne sont pas prises en compte.
• Le barème est indicatif.
• Si un élève est amené à repérer ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il le signalera

sur sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
a été amené à prendre.

Exercice. (10 points)
Soit n un entier naturel. On note Sn la somme des coefficients du binôme de ligne n et de
colonne multiple de 4 :
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En d’autres termes, on compte un coefficient sur quatre de la ligne n du triangle de Pascal,
en commençant par le premier.
1. (a) À l’aide du triangle de Pascal, calculer Sn pour n allant de 0 à 6.

(b) Calculer directement S11.

On note, pour tous n et m entiers naturels : An,m =
n∑

k=0

(
n
k

)
ikm où i vérifie i2 = −1.

2. Pour n ∈ N∗ fixé, calculer An,0, An,1, An,2 et An,3.
Donner An,1 et An,3 sous forme exponentielle.

3. (a) Calculer, pour tout k ∈ N :
3∑

m=0
ikm Attention : deux cas se présentent.

(b) En déduire que pour tout n ⩾ 1 :
3∑

m=0
An,m = 4Sn

4. (a) Déduire des questions précédentes une formule pour Sn sans signe somme et sans
nombre complexe, valable pour tout n strictement positif.

(b) Vérifier cette formule pour n = 11.



Problème.
Partie A. (10 points)
On définit la fonction f par : f(x) =

√
1 − cos3 x

1. (a) Déterminer l’ensemble de définition de f .
(b) Justifier que l’on peut restreindre l’étude de f à l’intervalle [0, π].

2. (a) Rappeler la valeur de la limite lim
x→0

1 − cos x

x2 et démontrer ce résultat.
(b) En utilisant la formule pour a3 − b3, démontrer que f est dérivable à droite en 0 et

donner la valeur de sa dérivée à droite en ce point.
Cette dérivée à droite sera notée f ′

d(0).
3. (a) Justifier que f est dérivable sur ]0, π] et calculer sa dérivée sur cet intervalle.

(b) Dresser le tableau de variations de f sur [0, π], avec les valeurs de f et de f ′ en tous
points où la dérivée s’annule.

4. Tracer l’allure de la courbe représentative de f dans un repère orthonormé, sur un
intervalle de longueur au moins 10.

Partie B. (9 points)
On pose φ(x) = 9x5 + 9x4 − x2 − x − 1.
1. (a) En calculant les quatre premiers termes du développement de

(
1 + 1

4
)5 démontrer

que
(5

4
)5

> 3.
(b) Démontrer que : ∀x ∈ [−1, 0] 9x5 + 9x4 < 3

4
(c) Déterminer la valeur minimale de la fonction x 7→ x2 + x + 1.
(d) En déduire que φ est strictement négative sur l’intervalle [−1, 0].

2. (a) Calculer les trois premières dérivées de φ (après avoir justifié leur existence).
(b) Démontrer que φ′′ s’annule une et une seule fois sur l’intervalle [0, 1], en un point

que l’on notera α.
(c) Démontrer que φ′ s’annule une et une seule fois sur l’intervalle [0, 1], en un point

que l’on notera β, vérifiant α < β.
(d) De même démontrer que la fonction φ s’annule une et une seule fois sur l’intervalle

[0, 1], en un point que l’on notera γ.
Donner également le signe de φ sur l’intervalle [0, 1].

Partie C. (6 points)
On pose maintenant g(x) = x

2 + f(x).
1. Donner une relation simple entre g(x) et g(x + 2π) et en déduire une interprétation

géométrique : par quelle transformation du plan la courbe de g est-elle invariante ?
2. Démontrer qu’il existe un et un seul réel θ dans l’intervalle [π, 2π] tel que cos θ = γ (où

γ est le réel défini dans la partie précédente), et que θ > 3π
2 .

3. Déterminer les variations de g sur l’intervalle [0, 2π].
En particulier on démontrera que :

∀x ∈ [π, 2π[ g′(x) ⩾ 0 ⇐⇒ φ(cos x) ⩽ 0

4. Tracer l’allure de la courbe de g sur le même graphique que celle de f .


